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《计算 流体 力学 基本 卓 理 ?把 计算 流体 力学 作为 一 门 独立 的 学 科 进 行 介 
绍 . 它 涉 且 计算 流体 力学 较为 规范 的 内 容 , 包 括 流 氏 力 学 的 基本 原理 、 流 剧 
必 党 基本 访 程 的 计算 形式 与 配套 模型 . 力 程 的 基本 理论 .构造 计算 方法 的 基 
本 原则 .计算 左 法 的 分 本 理论 和 一 些 实用 化 计算 技术 . 

本 书 可 供 从 事 计 算 流 体力 学 的 科研 .技术 人 员 和 参考 ,也 可 以 作为 流体 力 
学 营业 和 应 用 数学 专业 研究 牛 和 本 科 生 的 教 汪 参考 书 . 


图 书 在 版 编 具 {CIP) 数 据 

TR AERA RE. -北京 :科学 出 版 社 ,2001 
ISBN 7-03-008128-5 

Lite: I. Re TLR RA LAE 1v.035 

PEART CIP ede (2000) 88 61451 H 


eek Me 出 版 
Ci (bse aR EA s 号 
” ERR? 


en 2 eee 
科学 出 版 公关 各 地 新 华 书店 经 悄 


si ' 
„= * 4 


eo 

OLETA - 版 HATRET 1092 irls 
2001 年 2 月 第 一 次 印刷 Pls 1-2 
印 数 :1 一 > 8U dla 000 


7 HT 35.00 50 


CRO CN Pe Jee EE [ra RPL Oe EE eE o 


此 


前 


- 
-l 


计算 流体 力学 (简称 CFD, 96 TE A Computational Fluid Dynamics tE A -t Ják 
ARFER = TERA tat PR Se a RCE AT SA A A A T A R e 
使 人 们 去 重新 书写 流体 力学 基本 方程 和 构造 物理 模型 BHT AER A EROE m ,重新 理 
解 传 统 差 分 的 局 限 ,重新 妍 究 一 整套 研究 稳定 性 , 收 伍 性 ,只 一 性 的 理论 . 计算 流体 力学 有 
ETEME .基本 方法 SRE RAE ARE A ae ey 
计算 流体 力学 的 发 展 不 但 为 流体 力学 析 究 提供 了 一 种 手段 ,而 且 带 动 了 应 用 数学 的 发 展 
和 促进 了 计算 机 的 发 展 . 

本 书 介绍 计算 流体 力学 最 上 基本 的 原理 . 本 书 与 最 计算 流体 力学 书籍 相 比 ,并 不 深 人 
介绍 其 体 的 计算 方法 ,而 是 试图 把 计算 流体 力学 作为 一 门 相 对 独立 的 学 科 来 论述 ,内 容 包 
括 如 下 几乎 其 有 同等 童 要 性 的 六 个 方面 : 

一 .流体 力学 基本 原理 .流体 力学 基本 原理 和 白 然 是 计算 流体 力学 的 菩 础 .流体 力学 本 
和 丑 包 含 了 士 窗 的 知识 ,但 这 蛙 介 绍 的 基本 原理 只 涉 点 流体 运动 学 茜 础 .动力 学 方程 和 方程 
的 特殊 形式 .流体 力 党 基本 原理 将 在 第 一 章 中 介绍 ,主要 强调 流体 力学 基本 方程 是 如 何 构 
造 的 ,如 何 推导 它们 的 … 些 特殊 形式 和 在 不 同 坐 标 系 中 的 形式 .即使 对 具有 .…- 定 流体 力学 
基础 的 读者 也 建议 不 旧 越 过 这 一 华 , 因 为 本 章 内 容 的 取舍 堆 虚 了 计算 流体 力学 的 需要 , 虽 
然 许 多 知识 万 其 是 运动 学 基础 是 … 般 污 者 非常 熟悉 的 ,但 也 包含 了 - 些 读者 不 BO 
的 内 容 , 如 在 非 惯 性 坐标 系 下 能 其 方 各 的 推导 木 意 所 强 滑 的 分 析 思维 有 助 于 读者 阅读 本 

引 其 他 部 分 的 内 容 . 男 外 ,本 书 绝 大 多 数 章 目 都 有 边界 条 件 ( 包 括 内 边界 条 件 ) 的 讨论 ,了 
解 不 同 部 分 给 定 边界 条 件 的 方式 能 帮助 正确 理解 如 何 处 理 边 界 条 件 ， 

二 .流体 力学 基本 方程 的 计算 形式 和 模型 化 处 理 , 在 连续 介质 力学 范 呈 下 ,流体 力学 
基本 方程 为 纳 维 -斯 托 上 克 斯 方程 {Navier - Stokes 方程 ,简称 N-S 方程 ) ,在 理想 流体 假设 
下 为 欧 拉 方程 (Euler 方程 ). 基本 方程 有 多 种 形式 ,但 必须 写成 RP RI EC BE oh) 
才 便 于 用 标准 的 计算 方法 求解 . 男 外 一般 流体 力学 问题 包含 有 由 小 到 大 的 多 种 尺度 ,而 -- 
般 计 算 只 芍 虑 某 种 宏观 尺度 ,为 了 只 计算 宏观 尺度 并 考 虚 其 他 尺度 的 部 分 影响 ,必须 进行 
模型 化 处 奸 . 评 体力 党 基本 方程 的 计算 形式 和 模型 化 处 理 将 在 第 二 童 介绍 ,十 此 强 油 NN- 
S 方程 和 欧 拉 方程 的 几 种 计算 形式 大 其 由 来 (包括 所 有 的 雅 可 比 第 阵 的 计算 及 其 对 角 化 
处 理 ), 和 具有 典型 多 八 度 效用 的 庙 流 和 两 相 流 问题 的 模拟 原理 ,特征 委 扩 度 问题 的 统 - 
计算 万 法 .方程 的 万 量 岗 化 处 理 . 模型 化 处 至 是 计算 流体 力学 的 一 部 分 特殊 的 而 且 ap 
要 的 内 容 , 在 本 韦 中 以 适当 篇 申 介 绍 , 目 的 是 体现 计算 流体 力学 基本 原理 的 完整 性 . 

二 .基本 方程 的 性 质 .N -S 方 程 作为 数学 上 的 仿 珀 分 乒 程 具有 许 老 特 味 性 质 , 数 学 研 
SEERDE A EAREN SHEERAN. TEH JE :性 与 稳定 性 


t 
7 k ray r 
IA, ， ff: at 


-ji TA ik AES A 


是 偏 微分 方程 理论 中 的 基本 问题 , 即 所 请 的 适 定性 问题 .N- S ARRES, -种 混合 
划 方 程 ,不 同 分 贡 方 程 的 御 质 不 一样; 对 于 不 同 流动 条 件 ,方程 的 体质 又 不 一 样 ,但 在 理 起 
流 假设 下 N - S 方 程 即 欧 拉 方程 的 基本 性 质 决 定 了 计算 流体 力学 的 地 位 , 欧 拉 方程 的 处 
音 足 计算 流体 力学 的 关键 . 欧 拉 方程 在 数学 上 属于 双 曲 守 伍 方 种 ,包含 了 卡 富 的 数学 内 
A REE LIC , 弱 解 理论 . 条 件 等 . 这 些 内 容 的 研究 构成 了 计算 流体 力学 方法 
研究 的 基础 ,将 在 第 二 章 中 介绍 . 

四 ,构造 计算 方法 的 基本 原理 .N- S 广 程 属 玫 非 线性 偏 微 分 方程 组 ,在 一 般 情况 下 号 
无法 求解 析 解 的 ,因此 必须 用 计算 视 求 解 . 计算 机 只 能 进行 大 量 的 加 减 乘除 等 简单 代数 运 
算 ,计算 机 的 这 种 运算 速度 是 人 的 运算 速度 无 法 比拟 的 .通过 用 冀 耸 或 其 他 办法 把 非 线性 
偏 微分 方程 转化 为 只 包含 简单 加 减 乘 除 等 运算 的 代数 方程 组 , 编 成 程序 后 让 计算 机 去 接 
虐 定 顺序 重复 地 不 庆 其 烦 地 完成 这 些 代数 送 算 , 便 是 构造 计算 方法 的 目的 所 在 .但 流体 力 
学 方程 的 计算 包含 了 一 系列 特殊 问题 ,如 果 把 计算 方法 中 介绍 的 简单 差分 直接 用 于 将 方 
程 离散 ,那么 所 获得 的 数值 方法 或 格式 并 不 一 定 能 计算 流动 问题 .流体 力学 基本 方程 必须 
用 此 于 方程 基本 性 质 所 构造 的 特殊 方法 才能 求解 ,而 且 不 同 问题 的 求解 对 算法 又 有 不 同 
鉴 求 .第 四 章 将 介绍 构造 计算 方法 的 基本 原理 ,包括 有 限 差 分 方法 . 非 线 性 守恒 系统 的 计 
算 方法 .边界 处 理 的 基本 原理 和 时 间 积分 方法 ， 

五 ,计算 方法 的 分 析 理 论 .随意 构造 的 计算 方法 不 一 定 能 直接 使 用 . 计算 方法 必须 满 
足 -. 些 特性 才能 使 用 ,这 些 特性 包括 稳定 性 ,精度 . 收 伍 性 .守恒 性 等 . 第 五 章 将 介绍 这 些 
特性 的 分 析 理 论 .掌握 这 些 分 析 理 论 有 助 于 读者 正确 使 用 具体 的 计算 方法 ,也 可 以 帮助 构 
造 新 的 计算 方法 .本 章 介绍 的 分 析 理论 包含 了 一 般 计 算 流 体力 学 书籍 不 存在 的 内 容 , 如 过 
界 处 理 的 稳定 性 理论 , 收 笋 性 理论 . 解 的 唯 性 理论 ,守恒 性 理论 ,分 区 内 边界 处 理 的 分 析 
方法 等 . 

六 .实用 化 基础 .虽然 本 书 强调 的 是 计算 流体 力学 基本 床 理 ,目的 不 是 让 读者 了 解 - 
些 能 立即 用 于 解决 实际 问题 的 具体 方法 ,但 作为 结尾 介绍 一 些 实用 化 基础 是 必要 的 . 第 六 
齐 将 介绍 一 些 实用 化 基础 ,包括 网 格 系统 的 - - 些 基本 概念 ,将 数值 方法 推广 到 高 维 问题 的 
基本 方法 高 维 问题 边界 处 理 方法 ,并行 计算 的 一 些 概念 和 实际 计算 的 一 些 经 痊 . 这 些 经 
验 是 作者 的 - 些 个 人 经 验 , 内 供 参 考 . 

本 书 对 计算 流体 力学 的 一 些 特 殊 方 法 (如 拉 格 朗 日 方法 、 有 限 元 方法 , 谱 方 法 RRA 
曼 方法 格 了 气 方法 等 ) 并 不 介绍 ,原因 是 这 些 特 殊 方法 太 多 强调 数学 味道 ,或 者 还 没有 达 
到 实用 的 程度 . 

在 计算 流体 力学 方法 研究 中 ,证 要 存在 两 种 思路 ，- 种 是 应 用 数学 家 针对 空气 动力 学 
问题 发 展 的 可 压缩 流动 计算 方法 , 另 一 种 是 物理 学 家 针对 传 热 问题 发 展 的 不 可 庄 纳 流 动 
计算 方法 . 通过 某 种 特殊 处 理 , 两 种 思路 都 试图 将 方法 推广 到 另 一 种 思路 所 侧重 的 问题 ， 
本 书 只 介绍 第 - .种 思路 及 第 一 种 思路 所 涉及 的 问题 . 

木 书 足 好 避免 过 于 深奥 的 内 容 和 手册 式 的 介绍 ,尤其 是 本 书 中 计算 方法 的 介绍 基本 
具 正 简 幅 的 六 分 之 一 .熟悉 庙 流 模拟 的 读者 一 定 会 觉得 ,第 .. 章 中 有 关 消 流 模拟 的 介绍 过 
于 简单 .为 了 强调 整体 内 容 的 协调 性 ,我们 不 得 不 将 许多 重 归 内容 放弃 或 者 淡化 .实际 工 
本 书 中 任何 一 章 甚至 一 小 节 的 内 容 都 可 能 在 专 苦 中 介绍 . 以 有 限 的 篇 幅 尽 重 协 调和 连 质 
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地 介绍 计算 流体 力学 部 分 最 核心 的 内 容 , 正 是 作者 编 与 本 书 的 日 的 所 在 . 
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第 一 章 流体 力学 基本 原理 


流体 力学 基本 原理 是 计算 流体 力学 的 基础 . 这 里 简要 介绍 连续 介质 力学 假设 下 流体 
力学 最 基本 的 原理 ,包括 流体 运动 学 基础 .流体 动力 学 基础 和 基本 方程 的 一 些 特殊 形式 ， 
内 容 的 取 会 和 安排 部 分 地 考虑 了 计算 流体 力学 的 需要 ， 


1.1 流体 运动 学 基础 


1.1.1 描述 流体 运动 的 基本 方法 


在 连续 介质 力学 假 设 前 提 下 ,流体 力学 描述 流体 微 国 集合 的 运动 状态 . 流体 微 财 属于 
充满 流体 介质 的 空间 中 的 微观 上 足够 大 { 远 远大 于 分 子 运 动 平 光 自由 称 ) 而 宏观 上 起 够 小 
(和 远 远 小 于 所 感 兴趣 的 流体 运动 空间 尺度 ) 的 - 团 流 体 ,在 宏观 上 把 流体 微 团 看 成 一 个 质 
点 ,有 了 流体 微 团 这 一 定性 认识 后 ,在 实用 中 不 必 再 去 关心 微 团 有 和 多大. 

描述 流体 运动 的 方法 有 两 种 : 欧 拉 方法 (FE), 拉 格 朗 日 方法 (L), 有 时 也 会 看 到 所 请 的 
欧 科 - 控 格 朗 日 混合 方法 .这 些 方法 主要 措 述 流体 微 团 集合 的 运动 状态 , 即 流动 参数 上 的 
变化 .流动 参数 包括 运 动 特 征 量 (如 流体 微 财 的 速度 Y) 和 热力 学 状态 特征 基 即 物性 参数 
CHAAR MEA p, BE p REE 本 ) .流动 参数 的 变化 是 针对 时 间 / 其 至 空间 (坐标 为 
#) 的 变化 .相应 地 ,流动 参数 称 为 林 知 数 或 因 变 时 ,在 时 间 其 全 空间 坐标 称 为 旦 灾 基 ( 空 
朵 坐标 是 碍 为 自 变 大 取决 于 十 否 采用 欧 拉 描 述 法 ). 

欧 拉 方法 “在 仕 意 指定 上 时刻, 描述 往 动 参数 的 空间 耸 布 . LA as Aes Ce) A H E 
B RG iat BE BE ERE EA EA Bes PT TD Be SE es pR $ 
{流动 参数 分 布 ;出 称 参 数 场 ,如 速度 场 和 温度 场 ) 

| $ = plx.) = dele), 

拉 格 朗 日 方法 “从 某 时 刻 开始 跟踪 每 一 流体 质点 ,记录 对 应 质点 流动 参数 的 秋 化 .以 
HOY 2) bp A 和 时 间 * 为 自 变 草 , 将 流动 参数 《主要 有 有 质点 位 移 工 ,密度 TE A A E 
Ba A 


@ = P(A)= #&(A,28). 
OA RAK eae (A CRUE Si) BRA ae de AR OT RA, 
HH ; 
jx(A,0) — A, 
ly = lA, DSA = Alx). 


‘25 TE itt AE AT PAE AB UF 


RAT PA O LAFE F a Jy Rri.: 
L-E F$ wv=x(A,t)A = Alx,t), 
$ = (A,r) = él ACr.t).7] = feix, d), 


axtAsi)) 
ar 


V = l = VLA, = VLLAlx, t), t] = Vplx, t). 


下 -变换 V= (SF) = Vp(x,t),x(A,0) = A>x = x(A,1), 
$ = plx) = dl x(A.e).t] = 6 (A,2). 

WAH dm ab PAS BY) Bit a Se GY GSE, BP = gz) 那么 相应 的 流动 称 肖 定常 
流动 ,否则 称 为 非 定常 流动 .一 般 很 难 存 在 严格 意义 上 的 定常 流动 .但 如 果 流 动 参数 随时 
疗 的 变化 与 所 关心 的 平均 值 相 比 小 得 可 以 忽略 不 计 , 而 月 这 种 变化 引起 的 宏观 效应 uf pA 
忽略 不 计 , 则 一 般 可 以 按 定常 流动 处 理 .实际 的 定常 流动 或 计算 出 的 定常 流动 往 往 是 由 非 
定常 流动 经 过 一段 时 间 的 变化 过渡 来 的 . 如 朵 采用 拉 格 斋 贞 法, 划 区 别 定 常 与 非 定常 流动 
ANZ AMS. 

如 果 流 动 参数 只 与 坐标 的 一 个 (如 +) .两 个 (如 zy) BR PSP AEA SE, WP HE 
动 称 为 _ 维 ,二 维 或 三 维 流动 .以 后 会 看 到 ，: 维 流动 中 达 有 所 谓 的 平面 二 维 流动 和 轴 对 
称 二 维 流动 .这 种 分 类 属于 物理 分 类 ,还 有 工程 或 数学 上 的 人 为 分 类 (主要 是 为 了 处 理 广 
便 ), 读 者 阅读 某 些 流体 力学 书籍 时 会 遇 到 零 维 流动 . 准 一 维 流 动 等 概念 . 还 有 -- 种 特殊 方 
法 ,将 时 间 JAS) ,参数 空间 (包括 速度 .温度 .密度 ,等 等 ;看 成 统一 的 自 变量 即 统 -一空 
问 来 研究 流体 质点 在 统一 空间 某 点 出 现 的 概率 . 统 -空间 (也 称 为 状态 空间 ) 的 维 数 可 能 
超过 十 维 ,这 种 描述 方法 称 为 PDF 方法 . 


1.1.2 流 场 结构 的 几何 描述 
流 线 为 固定 时 刻 空 间 曲线 (速度 场 矢量 线 ) ,曲线 于 任意 点 的 切 疝 矢量 与 当地 的 速度 


失 昌 重合 ,属于 欧 控 场 描述 法 . 皮 V= Yrf 速 度 为 欧 接 场 速度 ), 确 定 僚 数 形式 的 济 线 x = 
x(s) 的 方程 为 


xy =0 (基本 定义 )， 


过 diz d.r 4 


gx =V (等 价 形式 2). 


流 线 其 有 如 下 虱 质 : 


全 可 届 让 厅 , 对 上 失格 请 日 法 ,定常 度 动 条件 可 以 表 汪 为 : 


ag, a. (241) l dtr 


wy aA |DA mM 


34 =D. 
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DER AR CV =0, V= 00) 外 ,同一 时 刻 流 场 中 的 不 同 流 线 不 相交 ( 因 空 间 每 点 只 有 - 
个 速度 方向 ,所 以 除 奇 点 (速度 为 和 点 ,速度 为 cp) 外, 流 线 不 会 上 有 限 角 相交 ,但 可 以 相 
Wi); 

2) 对 于 非 定常 流动 ,不 同时 刻 通 过 同 -点 的 流 线 可 以 不 重合 ; 

3) 对 于 定常 流动 种 直线 流动 ,不 同时 刻 通 过 同 -点 的 流 线 重合 . 

流血 为 某 时 刻 过 给 定 曲 线 ( 非 芒 线 ) 上 每 点 做 流 线 组 成 的 面 , 从 而 在 流 面 上 Veno, 
这 里 严 为 曲 军 的 单位 法 向 矢量 . 

流 管 为 某 时 刻 过 给 定 闭 曲 线 ( 非 流 线 } 上 每 点 做 流 线 组 成 的 管状 面 , 从 而 在 流 管 豆 上 
Ya=0. 根 据 物质 不 生 不 灭 原理 , 济 管 不 能 在 菠 休 中间 中 断 , 否 则 流体 在 中 断 处 不 见 了 . 
流 管 是 由 流 线 组 成 的 , 因 流 管 不 能 中 断 ,所 以 流 线 也 不 能 在 流体 中 中 断 . 流 管 和 流 线 或 形 
成 闭 坏 .或 终 小 于 边界 .或 终止 于 奇 点 ， 

将 反映 主要 流动 特征 的 流 线 画 出 得 流 线 谱 ( 画 出 所 有 过 奇 点 的 流 线 , 而 出 与 过 奇 点 流 
敌 渐 近 的 流 线 , 画 出 边界 线 ). 流 线 谱 用 于 显示 流动 规律 ,已 经 存在 可 以 而 流 线 谱 的 标准 较 
件 . 

迹 线 为 给 定 流体 质点 的 运动 轨迹 ,方程 为 

= xi( 丰 ,2) (ARIA), 


x 
(E) = valer) ( 欧 拉 法 ). 


流 线 和 迹 线 的 区 别 在 于 : 

1) 流 线 是 由 同一 时 刻 ,不 同 质点 连 超 来 的 速度 矢量 场 即 为 瞬间 速度 场 状 态 ; 迹 线 是 同 
一 质点 在 不 同时 刻 的 位 移 曲 线 { 即 指定 质点 的 运动 过 程 ). 因 此 对 于 非 定常 流 场 流 线 迹 线 
一 般 不 重合 ,除非 所 有 质点 的 流动 都 沿 一 个 方向 ， 

2) 对 于 定常 流 场 ,通过 同 -- 点 的 流 线 不 随时 间 变 化 , 且 任 意 时 刻 通过 同 .空间 点 的 迹 
线 与 流 线 重合 .这 是 因为 ,两 条 线 的 切线 都 与 当地 速度 方向 一 致 ,对 于 定常 问题 流 线 不 随 
时 间 变 化 . 困 任 意 点 只 有 一 个 速度 方向 ,所 以 经 过 同一 点 的 迹 线 与 流 线 不 可 能 在 其 点 分 
开 , 合 则 在 分 于 点 出 现 两 个 速度 方向 .也 可 以 从 定常 流动 时 确定 它们 的 方程 的 等 价 人 性 看 
Hi: 


dx 


ds = Vir), xs = 0) = A 流 线 ， 
Ea = V(x) x(G = 0) = A 迹 线 . 


1.1.3 质点 加 速度 .质点 导数 


考虑 时 刻 + 处 于 坐标 x 的 流体 质点 .对 应 欧 拉 描述 法 该 流体 质点 速度 为 VY(x ,zy 在 
时 刻 e+ B87 ,该 流体 质点 运动 到 工 + Ox = at Vr, ERTA + 8p Bb RAR bax 的 流体 
质点 的 速度 为 V(x+8x ,t+87)=V(x+ YB6r,ft8z). 所 以 ,质点 加 速度 为 


4、 计算 流体 力学 基本 原理 


= fj [Vix + Vbe,e + 82) 一 vixe) 
Oe sae Br 
= V, + VYr,, (1.1) 
Hp 
a=V,+(¥°V)¥. 


这 里 V, 为 当地 角速度 ,出 流 场 的 非 定常 效应 产生 ;(F 0) V = V, 3 为 还 移 加 速度 , 消 
流 场 速度 方向 (s = Y/|Y|) ,由 速度 场 的 空间 非 均匀 性 产生 
对 于 拉客 朗 日 方法 ,质点 加 速度 按 下 式 计算 ; 


a= FAR = x (A,t)). 


Alri aan (3 | = Ve Coe ERATE F RR A REE E E , 


ota) aterm) 


则 同样 可 以 得 到 方程 (1.1)， 

质点 找 带 的 物理 量 随 时 间 的 变化 率 称 为 质点 导数 (有 时 称 物质 导数 或 随 体 导数 ). 这 
-一 害 义 的 特殊 性 在 于 ,我 们 按 拉 格 郎 日 方法 来 定义 变化 宗 , 但 又 要 使 用 欧 拉 方 法 中 的 变 
莫 . 质 点 导数 与 前 面 加 速度 的 定义 (1.1) 完 全 类 似 .加 速度 属于 速度 的 质点 导数 . 按 质点 加 
速度 同样 的 定义 方式 ,得 某 物理 量 $(x ,1) 的 质点 导数 的 数学 定义 


Dilx,t) I [te | Sx,t +8) Alt) 
Dr E Bi er Of 
=@+V-V¢ 


因此 ,质点 导数 只 位: 站 等 于 局 部 导数 名 一线 与 对 流 导数 V. 呆 的 和 .习惯 上 ,我 们 说 局 
部 导数 是 由 流动 的 非 定 党 变化 引起 的 效应 ,对 流 导 数 是 通过 对 尝 ( 即 流动 ) 把 周 败诉 动 参 
数 的 不 同 值 给 带 过 来 引起 的 效应 .或 者 说 ,流体 质点 所 携带 的 物理 量 随时 间 的 变化 , 如 果 
以 欧 拉 方 法 来 衡量 ,来 源 于 流动 参数 本 身 的 非 定常 性 和 空间 分 布 的 非 均匀 性 . 内 此 流动 天 
数 不 变 可 以 有 多 种 解释 

例如 ,不 可 压缩 流体 措 的 是 密度 的 质点 导数 处 处 为 零 即 质点 的 密度 不 随时 间 变 化 .但 
密度 的 质点 导数 为 鹤 并 不 意 防 密度 不 随时 间 变 化 或 者 密度 不 随 空 间 坐 标 变化 ,例如 ,考虑 
密 虎 沿 矢 下方 向 (z) 均 匀 变 化 的 不 由 压 缩 液 体 , 即 密度 分 布 为 p= p{z), 现 在 让 这 种 液体 
以 全 速度 we 上 乔 . 现 在 考 虞 图 定 空间 点 = 密度 的 变化 ,在 任意 时 刻 + 国定 空间 点 流体 质 
点 显然 来自 初始 时 刻 处 于 xq = = - at 的 流体 质点 .因此 ,在 时 刻 +, 位 于 空间 点 = 的 流体 


质点 的 产 度 为 p(x 一 wr). 盟 然 任意 流体 质点 是 不 可 压缩 的 即 人 = 22 + ww 20 = or(z- 


(一 x 二 也)=0, 但 在 任意 点 密度 是 随时 间 变 化 的 ,而 由 空间 分 布 也 不 均 名 ， 
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1.1.4 流体 微 团 运 动 分 析 


用 泰勒 展开 ,并 保留 抵 阶 项 ,得 上 距离 为 8x 的 机 邻 两 流体 质点 的 速度 差 所 满足 的 关系 式 
Y= VY. Sr 


= 了 (YY VV) sr 二 (YU .8x 


=S+éx+A-+ dy. 
KL VV ARERR ROW AY V ARE), CE ope oP aK BO OMT 


ERIK EE 


S= (VV + YVO = (y) A = ATV- TV) = (ay), 


进步 有 
_ (2 an 
2 Ox, t ar, 
7 OV 
Sy = Sy t ax, 8? 
ƏV; 
T Sa QAr OH 
= AEM _ on.) 
Br Bz; 
因此 
` ƏV, , 
ëV; = ar, 8,07, | 4,82, + a,S2;. (1.2) 


MEGER, Sia a, REAR HME ARDIE EREE; sar 表示 体积 不 变 
的 纯 变形 率 即 角 变 形 率 ;a,8x, 表示 旋转 运动 { 准 刚体 运动 ). 因 此 ,一 点 邻 域内 的 相对 运 
动 可 以 分 解 为 各 向 同性 的 体积 膨胀 运动 ( 拉 伸 运动 ) ,体积 不 变 的 纯 变 形 运 动 和 旋转 运动 
( 淮 刚 体 运动 ). 称 S 应 变 率 张 量 (包含 线 变形 与 角 变 形 ),A DERKI 

针对 二 维 问题 ,用 几何 方法 对 上面 的 速度 分 解 进行 进步 说 明 ， 

考虑 拓 形 流体 微 团 ,项 点 按 闻 时 针 硕 序 分 别 为 A,B3,C, 六 ,条 撒 的 边 攻 为 Br,By, 没 A 
点 的 建 度 分 起 为 u,v 十 是 忽略 高 阶 项 后 各 点 的 速度 分 量 为 (图 1.1) 


as, AB 
DEE- RAAE by} 


ou BY g., os, ova, 
te | 22 Gy + SS, 1 十 os ELA 
10, 81) ar an r : 
RELEGIS 
tmv) {u+ rr 1 far) 
ADO} B48Y G} 


Se ME TLOEALSE: Vier fha it E [oI 


1:6- 计算 流体 力学 基本 原理 


Aru, vt 


GEPON Aua 
Bs u + aot E] v + aTi 
, Ou Ou ,Us IUa, 
Ciu tori + ayir V t Gett t BOs 


他 日 
Diu +550" vt Bydy. 


因 上 述 速度 的 各 部 分 之 间 
只 是 一 种 线性 亚 加 ,所 以 可 以 进 
行 分 解 . 最 简单 .最 符合 肥 辑 的 
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拉 伸 运动 或 线 变 形 (图 1,3) 
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图 1.3 BERAS 
拉 伸 运动 昌 不 改变 抵 形 的 形状 ,但 改变 矩形 前 太 小 .在 初始 时 刻 矩 形 的 面积 为 S= 
Sz8y ,在 时 刻 5: ,矩形 的 面积 为 S+SS= bx + Sarde )(ay+ Sayar ). 


于 是 ,面积 的 变化 率 为 ”38 一 SH + Se. 
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旋转 运动 { 几 1.4) 
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图 1.4 扯 形 的 旋转 运 勤 


在 Bt PEAY, AB 轴 ( 道 时 针 为 正 ) 转 动 的 角度 为 


da = tanĝa = Sr = apot. 


所 以 ,AB 铀 的 转动 角速度 为 9 = Se 
在 de 时刻 ,AD 辅 ( 逆 时 针 为 正 ) 转 动 的 角度 为 


au 
一 =“dydt 
a8 = tandp = E =- Ber. 


所 以 ,AD AURORE ABR EN GE = — 5%. 


一 般 情况 下 ,AB 与 AD 轴 的 转动 角速度 不 一 样 , 即 存在 角 变 形 . 此 时 ,把 它们 的 平均 
值 定 义 为 流体 微 团 的 转动 角速度 e BELERU? 定义 成 角 变 形 率 y.. 即 


= ; (32 Su) y(Su + Se) 
z 2 lar ay T 2\ax ay 


与 二 维 问题 类 似 , 对 于 一 般 的 三 维 问题 ,速度 可 以 按 如 下 方式 进行 几何 分 解 ， 
A) 体 积 变化 率 
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. ar Əy Oz" 
BS ryer 轴 的 转动 角速度 
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这 里 Y HARRER BR, Oon ARER, Qi 为 反对 称 矩 阵 , 于是 ,流体 微 团 的 
线 变 形 对 应 矩阵 Q 对 称 部 分 的 对 角 线 元 素 ,流体 微 团 的 角 变形 对 应 矩阵 Q 对 称 部 分 的 
非 对 角 线 元 素 , 流体 微 团 的 旋转 运动 对 应 矩阵 Q 反对 称 部 分 . 于 是 证 明了 Cauchy - 
Helmholtz 速度 分 解 定理 :流体 微 几 上 任意 点 的 运动 = 参考 点 的 移动 + 体积 膨胀 运动 + 角 
变形 运动 + 旋转 运动 . 


1.1.5 散 度 与 旋 度 .速度 位 与 流 函数 


速度 的 散 度 定义 为 
_ ĝu ov, ow 
Ga a ee 
考虑 流体 微 闭 2, 其 边界 为 .在 运动 过 程 中 ,以 速度 Ve nM RG dE 在 单位 时 间 扫 
过 的 体积 为 Y'dqd 瑟 ,因此 只 的 体积 变化 为 
dQ d 
a al ao =| ve ax. 


出 高 斯 定理 得 
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e | v - Vdo = QV © V, 
所 以 ， 

1 da 
na om MY 


轩 此 . 散 度 为 标定 流体 币 团 在 运动 过 程 中 的 体积 变化 率 . 显 然 ,不 可 压缩 流体 也 可以 等 价 


地 定 广 为 速度 的 散 度 处 处 为 零 ， 
旋 度 定义 为 
e ee 
a 
w= V x V = det 2 By 2 
u Vo wW 
n ak oo 
oy oz oz ðr” Or ay 


= Je, + Zepy + 2€.2,. 
如 果 旋 度 处 处 为 0, 流动 称 为 无 旋 运 动 ;如 果 不 是 处 处 为 0, 则 称 为 有 族 运 动 . 
在 无 旋 运 动 假 设 下 ,有 
(Se - An 
oy Oz 
其 速度 满足 如 下 柯 西 - 黎 曙 关系 式 
Ow _ dv du _ ow Ov _ ow 
av Oz’ Əz or’ Or ay’ 
根据 全 微分 存在 定理 ,存在 $, 使 得 dé = udr + ndy+tidz, 称 为 速度 位 (位 明 数 、 
YL). dé = f de + SF dy i $ ya 得 
a L 3 
Ox’ ay’ Oz’ 
Af] (HENLE, f= const iE X AR aS ER = EB, 6 = const EMA 
— DR, VS SECA AA he SR ER. 
— HES 8 AAR RR ePTFE Se PR ee BD 


(Se - ae 
or Bt 
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a (1.3) 
如 果 流 体 无 旋 , 即 存在 位 函数 p, fS: u = SE, u= SE, RA C1, 3) HR RUNEA A MRE 
ERME 

A aes S 

art By? 


除了 用 位 函数 撒 述 流动 外 ,还 可 以 用 所 谓 的 流 函 数 描述 -` 维 不 可 压缩 流动 @. 为 了 引进 流 
函数 概念 , 先 考察 穿越 直线 段 (在 王 直 于 一 维 平面 的 方向 取 单 位 长 庶 ) 


D FRA RH AREA REH E -AE yi ah AHT HEA E. 
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ds = dre, + dye, 
dg = udy 一 vdr. 


dy = Adz + Bdy, A=-v, B= u. 
下 面 看 dy 是 否 为 全 微分 , 即 是 否 有 下 面 的 柯 西 - 歼 曼 条 件 


34 _ ƏB 
oy or” 
ESR ih 
Əl- v) _ ou 
oy Br 
BE 
Ou | ou _ 
ar * ay 0 


XE RREA FERIE, SN TA Se eM. 
因此 ,在 不 可 压 假 设 下 ,表达 式 
dy = udy — udr, 
确实 定义 了 一 全 微分 , 凤 存 在 函数 ,满足 
Og _ Op _ 


Ar Voy = kh, 
如 果 取 风 为 常数 , 即 da%=0, 则 有 


udy 一 vdr = 0—> H 


dx 


X 
dy’ 


即 y 为 常数 的 线 为 流 线 . 


因此 , 称 由 
gx Judy -vdz,u = a =- oe 
FE SLAY g ATL RK. 
Ht u=, y= - SEHR A REM EHO 
y X 
Ou _ Ov _ 
ay Ər ` 
得 无 旋 流 场 中 y 所 满 是 的 方程 
oY ay _ 
ax? + ay? 0 


因此 Bie, K Sc ta E Pa PT E. 3b h 
V- Ve = (u,v) + (vu) = 0, 
所 以 流 线 和 等 位 线 是 正 交 的 ， 
采用 流沙 数 的 好 处 在 于 ，- 且 获得 流 函 数 ,那么 由 流 函 数 等 二 常数 就 直接 确定 了 流 
线 . 给 定 速 度 场 后 ,可 以 用 成 熟 的 商业 软件 画 流 线 .但 千 万 要 注意 , 某 些 画 流 线 的 软件 基 寺 
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Bi RL «Bie eB ES EAS n k A SY. RE it BB A A BE 
HE =~ AE Di SUE BE BR UT BR EY De SD | 读者 在 使 用 商业 软件 时 必须 先 
确认 软件 的 适应 范围 ， 


1.1.6 旋涡 运动 学 


在 分 析 流 体 微 团 的 变形 时 ,已 经 知道 速度 梯度 张 量 VV 可 以 分 解 为 表示 纯 变形 的 部 
AS=5(T V+ VV)( 对 称 张 量 ) 和 表示 施 转 运动 的 部 分 = 二 (VV -人 VV)( 反 对 称 
张 车 ). 由 于 二 阶 反对 称 张 量 只 有 三 个 独立 分 量 ,所 以 必然 与 菜 矢量 形成 -一 对 应 关系 . 根 


EERTE PEIRE Q 的 表达 式 ,4 必 与 旋 度 w 成 一 一 对 应 关系 ,可 以 验证 : 


这 里 g = jene (exe@)| 为 置 模 张 量 . 

因此 可 以 用 族 度 来 唯一 表示 流体 维 团 的 旋转 运动 . AT A w 的 物理 意义 ,考虑 刚 
体 在 空间 的 一 般 运动 , 由 理论 力学 知道 ,对 于 速度 为 Vi 的 任意 基准 点 , 矢 径 为 x 处 质点 
的 速度 为 


Va Vat Q™x x. 
这 里 NO 为 刚体 的 瞬时 角速度 矢量 (最 多 是 时 间 的 函数 ). 对 上 式 取 旋 度 运 算得 
a=VxV=7x(Q~x x) 
= OV x- Q: Vx 
=3N-Q-T=2, 
因此 ， 


N= 5VKV= Fo. 
即 w 等 价 于 于 刚体 运动 中 的 角速度 向 量 的 两 倍 .因此 可 以 称 流 体 微 团 的 旋转 运动 为 准 刚 
体 运动 
过 流 场 中 任 一 点 有 一 条 曲线 ,该 曲线 上 任 -点 与 旋 度 矢量 方向 相 切 ,这 种 线 称 为 渴 
线 .描述 涡 线 的 方程 为 
dz 


Wg 


dx _ dy (1.4) 
wy 

AE EE RAE ess. 

TE WE ia Hy RR — AE a Ch a ER Ie OR 
5 1A. 

在 旋涡 场 取 - 非 涡 线 的 封闭 曲线 Ce eR Be Se He oe a 
曲面 称 为 涡 管 . 称 该 涡 管 由 闭 曲 绑 CC 张 成 的 涡 管 . 

旭 果 涡 管 惑 曾 积 无 限 小 , 则 称 该 涡 管 为 涡 管 元 ; 如果 - 涡 管 的 外 面 流 场 的 旋 度 均 0， 
WAR EAMA E. 

HAAR EDE -ARA RES o0, NER A HEE g ES 


7 (25 WA ith HS Be 


区 域 中 有 =0, 则 称 流 体 运动 为 无 旋 运 动 . 

根据 所 考察 的 流体 团 的 儿 何 尺度 的 不 同 ,有 旋 运 动 存在 两 种 不 同 的 力学 意义 . 

如 果 艺 虑 宏观 上 光 限 小 ,微观 二 无 限 大 的 流体 微 财 , 则 @ 完整 地 表 未 了 旋转 运动 , 因 
此 co WAR TREE (vorticity) , 它 是 才 示 流体 微 团 旋转 状态 的 量 . 因 驻 .o@= 90 XV) = 
0 .所 以 满 坛 场 是 管 式 场 .特别 注意 的 足 ,@ 沁 0 并 不 表示 流体 质点 在 做 宏观 上 的 施 转运 
ya et ay wi u- av- we = 0,8 @ = VX V = 0,40, RAR OO. 4E jite 
点 是 在 做 水 平 直 线 运动 .上 反 过 米 ,如 果 流 体质 点 做 整体 施 转 运动 ,并 不 表 丰 一定 有 40. 
例如 ,在 柱 坐 标 系 (7,0,<) 中 状 鳄 速度 场 V, =0, V= 小，V,=0. 此 时 对 所 用 0， 
tye ne 
i A EB A A AT R.A RBE 
a, AREAS. 

如 打 考 虑 有 了 眼 人 小 的 几何 尺度 的 流体 团 , 涡 是 一 种 具有 强烈 旋转 倾向 的 有 限 质量 流 
体 的 集合 ,往往 是 一 种 有 组 织 的 流体 结构 ,此 时 这 种 结构 称 为 有 限 大 小 的 涡 (vortex) , 简 
称 满 . 它 可 以 理解 为 涡 量 高 度 集 中 的 区 万 , 如 视 管 . 涡 丝 .上 面 考虑 的 第 二 个 例子 就 是 这 样 

-种 油 , 涡 量 集中 在 原点 . 自然界 中 的 龙卷风 、 船 只 航行 时 或 授 动 桨 叶 时 水 面 出 现 的 涡 施 、 
ME 浴盆 放水 时 空气 柱 体 周围 的 施 转 流动 等 都 是 这 种 涡 的 例子 . 

对 十 菜 些 流动 ,存在 各 种 尺度 的 滴 , 它 们 相互 眉 加 在 -起 并 迹 行 相互 作用 ,使 得 流 场 
从 某 种 观察 角度 看 表现 出 强烈 的 无 序 性 . 例如, 烟 秽 冒 出 的 烟 在 靠近 烟 笑 口 是 直 的 ,离开 
一 段 凸 离 后 便 出 现 氮 摆 ,最 终 散 乱 并 ,观察 者 看 来 运动 表现 出 极其 不 规则 

满 的 研究 具有 重要 工程 意义 . 例如 汽车 在 行驶 时 ,尾部 会 抑 出 调 来 (路 面 侍 上 较 厚 时 
很 明显 ), 这 种 涡 增 加 汽车 所 受 的 空气 阻力 ,造成 不 必要 的 能 耗 ,因此 和 需要 控制 涡 的 出 项 ， 
《机 也 有 类似 情况 . 有 时 满 运动 勾 能 产生 正面 作用 ,最 常见 的 例子 就 是 洗衣 机 ,利用 旋转 
运动 使 胜 物 快速 与 水 混合 以 达到 洗 净 衣服 之 目的 ， 

LE AT RERA AXIS | onda 为 通过 A 的 涡 通 量 ,着 A WR 
上 上 的 截面 , 则 涡 通 量 也 称 涡 管 强度 . 

滩 为 封闭 曲线 , 线 积分 Fe = | Vds 称 为 速度 环 量 . 这 里 ,ds Hy BP LR HO 
KAR. 

没 空间 中 有 任意 有 界 曲 向 A, 曲面 足 够 光 少 . 曲 面 的 边界 线 为 C 由 曲面 有 办 的 假设 ， 
边界 线 C 必 为 封闭 曲线 . 称 曲 面 A 为 由 曲线 C 张 成 的 曲面 ,显然 任意 封闭 曲线 C 可 以 张 
成 无 数 个 曲面 .如 果 曲 面 A 是 单 连通 的 ,那么 C 为 … 条 封闭 曲线 ;如 果 人 是 双 连 通 的 , 那 
么 为 两 条 封闭 曲线 .因此 这 里 考虑 的 封闭 曲线 可 以 是 几 条 独立 的 封闭 曲线 的 集合 .对 
[EAE R 成 立 下 商 的 斯 托 克 斯 定理 . 

| _R-ds = | (V xX R) ndA. 
E A 


速度 环 量 定理 HR CHEERS KERMA MERRE RRO 
He EY With oo Bi ae BS 2) A PR SR aS RR RI, He Ra 


o=vxv=| 
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旋 注 强度 ,由 填 速 度 环 量 只 用 到 线 积 分 和 速度 本 身 ( 无 微分 ) ,所 以 在 一 般 情况 下 用 速度 环 
量 研究 旋 注 运动 更 方便 ， 
旋涡 运动 学 性 质 IESE) ” 住 任 意 时 刻 , 涡 管 中 性 意 截面 的 涡 通 量 与 该 
截面 的 位 置 无 关 . 
UA BRA TRE ERR TRA AM B, WEH AMBE A hi 
为 Cl AC FEARTA A ALB SAE I EE SCBA AC A AR) AR 


AE RUSCH. h FERE LEE SEARE AL PELL | ondS=0. 于 


是 有 | veas- | Vds=0, 而 | Veds 与 | Weds 从 好 等 于 两 个 截面 上 的 涡 通 量 ,所 
C Sy G Cy 


以 任意 两 个 截面 上 的 注 通 量 相等 . 

旋涡 运动 学 性 质 2 滴 线 与 涡 管 不 能 在 流体 中 产后 或 消失 ,只 能 在 流体 边界 ( 含 自由 
边界 .无 限 远 ) 上 中 汤 或 形成 网 台 环 ， 

渴 管 只 可 能 在 两 种 情形 下 产生 或 消失 :一 是 温 管 的 截 而 积 在 流体 中 赵 十 0. 此 时 渴 管 
强度 必 赵 于 无 限 大 ,这 是 不 可 能 的 ; 另 一 种 情形 是 油管 或 遍 线 在 流体 内 部 突然 中 断 . 设 中 
断 血 为 S, 在 中 断面 邻 域 取 两 个 面 A 与 有 ,大 小 与 $S 相 等 ,- 个 在 涡 管 内 ,一 个 在 油管 外 . 
按 性 质 1 类 似 的 方法 ,可知 通过 A 的 涡 通 量 与 通过 卫 的 油 通 晤 必然 相等 ,也 就 是 说 油管 
终止 于 SS 处 不 可 能 . 


1.2 流体 动力 学 基本 方程 


1.2.1 应 力 张 量 的 本 构 方 程 
1.2.1.1 MASK eS ERK 


本 构 关 系 研 究 的 是 流体 被 团 表面 力 (面积 力 ) 与 流体 微 团 的 变形 运动 之 间 的 关系 , 即 
(表面 ) 应 力 了 与 应 变 率 $= 地 (VV+ VV) = 
(s, ) 之 间 的 关系 ， 

考虑 一 直角 四 面体 流体 微 团 {图 1.5), 四 面体 
的 三 个 面 $A,,8A2,6A; 分 别 与 直角 坐标 系 (x|， 
2z273) 的 三 个 学 标 面 重合 ,从 而 它们 的 外 法 线 方 
le oP BWA ey. ea, — e3 MUAH SA, SPER 
ANa nnn). AE ES ARS A 
位 面积 上 的 力 ) 分 别 为 了 -。,P_。,P_。,P 。 根 
HHA 与 反作用 力 定律 ,有 

P =— P., 1.5 ELS Dv th we OR EB A 
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P =-P., 
2 2 
P, =- P., 
a 3 
P_, =- P,. 


湾流 体 微 团体 积 为 52, 微 团 加 速度 为 a ,流体 密度 为 e, 则 根据 牛顿 定律 ,有 
pila = piOf + P,3A,+ P_.dA,. 


RE SOF 为 流体 微 团 所 受 的 体积 力 ., 利 用 明显 关系 式 


n = BA dm ga, T O 
牛顿 定律 可 以 简化 为 
P, =- P_n, = P.n, 
将 力 矢 量 做 分 解 
P, = Pie, 
得 力 平衡 关系 式 
P, Pane; 
因此 ,由 
P'n= P,, 


可 以 定义 张 量 P, 称 为 应 力 张 量 ,其 分 量 为 P,. 有 了 应 力 张 量 , 那 么 方向 为 n MERE 
的 力 可 以 按 P, = Pon 确定 .因此 一 般 情况 下 面积 力 与 面积 的 方向 在 关 ., 和 根 容 易 证 明 , 应 力 
张 量 是 对 称 张 量 , 因 而 只 有 六 个 独立 分 量 , 对 于 某 些 特殊 流体 ,有 一 些 特殊 力 在 起 作用 ,从 
而 应 力 张 量 不 对 称 . 这 里 不 考虑 这 种 情况 ,对 称 人 性 可 以 通过 梅 造 角 动量 守恒 方程 证 明 , 也 
可 以 用 反 证 法 ,例如 考 虚 正 立方 体 微 元 ,各 边 分 别 与 某 举 标 轴 平 行 . 假定 PoPa, UB 
z 轴 的 力矩 平衡 得 不 到 满足 . 


1.2.1.2 简单 实验 观察 


以 气体 为 例 , 实 验 观 察 到 ,一 - 般 气 体 中 是 存在 压力 的 , 它 与 密度 和 淘 度 成 正比 关系 , 压 
力 妈 是 一 种 应 力 ( 表 面 力 ), 与 所 考虑 的 表面 垂直 面 且 大 小 与 方向 无 关 , 也 可 以 从 分 子 运动 
论 来 阐述 压力 的 存在 ( 即 气体 分 子 相互 碰 术 的 宏观 表现 ). 如 果 上 下 两 层 气 体 作 相对 滑动 ， 
即 存在 前 切 变形 时 , 则 因 微观 上 的 分 子 运动 ,使 得 运动 快 的 那 层 ( 设 上 层 ) 气 体 部 分 分 子 跑 
到 慢 的 那 层 ( 下 层 ) 气 体 里 ,把 更 高 的 动能 带 和 下层, 再 经 进一步 分 子 碰撞 使 得 下 层 气体 运 
动 加 快 . 同 理 下 层 也 使 上 层 运 动 变 慢 .这 种 相互 抵抗 一 直 持续 到 出 现 某 种 平衡 为 止 ,宏观 
上 表现 为 某 种 剪 切 力 , 阻 止 两 层 气体 的 无 碌 变形 . 显然 这 种 抵抗 力 与 变形 率 大 小 有 关 , 变 
形 率 越 人 ,抵抗 力 就 越 大 ,这 样 才能 阻止 变形 . 因此 剪 切 应 力 与 前 切 变 形 率 之 间 存 在 一 定 
的 关系 ,流体 的 这 种 性 质 称 为 黏 性 . 液体 中 也 因 分 子 之 间 的 吸附 作用 存在 上 述 类似 性 质 . 

牛顿 在 1687 年 道 过 实验 建立 了 切 向 应 力 和 前 切 变形 举 之 间 的 关系 ,他 用 相互 平行 的 
分 别处 于 y=0 和 y = h 的 两 块 长 (可 以 近似 认为 无 限 长 ) 平 板 之 间 的 流动 做 实验 ,下 平板 
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固定 不 动 ,上 平板 以 速度 U 向 右 运动 (图 


— F 
1.6). 实验 发 现 , 速 度 分 布 规 律 为 运 直板 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 U 
u(y) = UY. — 
实验 表明 ,必须 在 上 平板 与 运动 相同 一 
的 方向 上 施加 一 个 转向 力 下 ,以 抵消 流体 z 
向 力 满 足 如 下 关系 式 
U 图 1.6 牛顿 实验 装 四 
rH 
LU du y 1 
PS = 9, PALA WIAS R 
a dy 
_ du 
rf dy 


这 里 r 为 切 应 力 LEA 只 是 与 流体 物理 特性 有 关 的 常数 , 称 为 动力 学 恭 性 


系数 ,简称 昔 性 系数 ,单位 为 kg/m. s. 有 时 也 用 运动 犁 性 系数 v= w/o, ATH os. 

在 常温 下 ,空气 的 黏 性 系数 为 =1.85x10-5kgxo.s, 水 的 黏 性 系数 为 x = 10 kg 
m*s- 黏 性 系数 与 压力 基本 无 关 , 但 与 过 度 的 关系 十 分 密切 . 

对 于 气体 , 黏 性 系数 随 温 度 增加 而 增加 ,这 是 因为 气体 黏 性 作用 是 由 于 分 子 运 动 (分 
子 扩散 ) 引 起 的 , 温 记 增加 ,分 子 运动 加快, 黏 性 作用 就 越 大 . 

对 于 滚 体 , 黏 性 系数 随 温度 增加 而 减 小 ,这 是 因为 液体 黏 性 主要 是 由 于 分 子 之 间 的 吸 
附 妃 引起 的 ,温度 增加 ,吸附 力 减 弱 , 黏 性 作用 就 越 小 . 

气体 的 慕 性 系数 与 温度 的 关系 可 以 从 分 子 运 动 论 导 出 .对 于 空气 ,存在 如 下 的 
Sutherland 公式 

点 
u(T) = const aC 110.4K. 


上 上述 公式 对 于 T<2000K 是 基本 成 立 的 . 
1.2.1.3 构造 本 构 方 程 的 基本 原则 


上 面 的 牛顿 公式 是 从 简单 剪 切 访 动 获得 的 , 它 表 明生 性 应 力 与 应 变 率 之 间 的 关系 , 称 
HAWS. 对 十 更 复杂 的 流动 ,有 更 一 般 的 本 构 关 系 ,需要 从 理性 力学 或 其 他 方法 导出 . 
根据 理性 力学 原理 ,本 构 方程 应 该 符合 下 述 基本 原则 ， 

1) 可 表 性 原则 .应 力 和 应 变 率 张 量 都 是 张 量 ,所 以 本 析 方 程 也 应 该 是 张 量 方程 . A 
应 力 张 量 是 对 称 张 量 ,而 应 变 率 张 量 $ 也 可 以 分 解 成 对 称 吕 与 反对 称 w 两 部 分 ,因此 应 
力 张 量 只 应 该 是 5, 的 函数 . 

2) 窜 观 性 原则 . 本 构 方程 反映 的 是 流体 的 物理 特性 ,因此 必须 与 坐标 系 无 关 , 即 不 同 
观察 者 得 到 的 本 构 方程 必须 相同 . 
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记 x sagn x= xp,. 省 虑 直角 坐标 系 , 当 e, Hie, 作 转 动 时 ,坐标 基 之 间 有 关系 式 


E; = a, së, = a50;. 


由 于 itere = aye) Cnn = Ait = auan ATLA apap = Sy EE aint = p. 

从 解析 几何 知道 ,两 坐标 系 中 的 位 置 向 量 x 和 x 有 如 下 变换 关系 式 

By = st = gr. 
改 虚 两 个 作 相 对 运动 的 华 标 系 x 和 和 x , 且 满 中 关系 式 
x = xolt Q(t)} x. (1.5) 

这 里 xo 表示 平 动 ,Q 表示 x 相对 x 的 转动 . 称 Q = eQoei 为 坐标 架 的 转动 张 量 .有 Q= 
qi; QiQy = Öp o Qin Qon = 特别 强 润 的 是 ,这 里 的 坐标 系 x 属于 一 般 的 非 惯性 坐标 系 . 

A) 称 标量 多 满足 客观 性 原则 ,如 果 在 变换 (1.5) 下 成 立 : 


$ (x) = B(x,t), (1.6) 

DERE A 满足 客观 性 原则 ,如 果 在 变换 (1.5) 下 成 立 : 
A (x,t) = OA) Alx ,t) = QA (x,t). (1.7) 

C) 称 张 量 P 满足 客观 性 原则 ,如 果 在 变 斤 (1.5) 下 成 立 : 
P (x,t) = Q+P(x,t)> QP O, t) = QaPss (r,t) Qin- (1.8) 


关系 式 (1.6 到 (1.8 对 于 静止 坐标 变换 是 本 来 成 立 的 , 反 瞻 了 标量 .矢量 和 张 量 在 静 
止 坐标 变换 下 的 不 变性 ,属于 标量 .天 量 和 张 量 的 基本 定义 . 客观 性 原则 进一步 要 炒 ,所 考 
虑 的 标量 ,矢量 和 张 粳 的 这 些 不 变性 对 运动 坐标 变换 也 是 成 立 的 ,也 就 是 说 , 析 造 本 构 关 
系 所 使 用 的 标量 , 矢 基 和 张 量 在 运动 坐标 变换 (1.5) 下 ,也 瑞 满足 不 变性 条 件 ( 穷 观 性 原 
WW )(1.6) 21.8). 

Fy PAB TE AB FA HG FR TE TK BBE FRX, FT TH PAB BE PEC 8). 

假设 剪 切 应 力 张 量 WBE XE 

= f, A Panon), 
这 里 Fi, A brake, 为 标量 , A 为 矢量 , PP, 为 二 阶 张 量 .在 运动 参照 系 中 ,本 构 关系 具 
有 形式 


ry = fy? A, Prin att) 
根据 客观 性 要 求 ,# TRE 1.6), A, 必须 满足 (1.7).P， ,六 和 rr 必须 满足 
(1,8). 
Bit PARAS te SS BE FR Fin EA BR (1G). 
流体 的 速度 矢量 V ATREO. D, AE BARA PM Be 


dz, dro(t) dz， dQ, dQ; 
Vide T a UO Ge tgp ty = Vo + QV + Gea, 


因 Vor 和 人 hz 对 于 运动 坐标 系 不 但 为 零 ,所 以 关系 式 (1.7) 不 满足 ， 
已 经 知道 ,应 变 率 张 量 5 满足 可 表 性 原则 , 即 s= QusuGQ，, 因 此 它 满足 客观 性 原则 ， 
可 以 出 现在 本 构 关 系 中 . 事实 上 ,由 


d 
Vi = Volt) + QaVh + Pes, 
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得 
ƏV; OV, dQ Or, 
= = za + -一 一 一 Z~ 
ar, Ox, dé dy, 
-Q av, Ory ,dQ Ox 
E Ar; ar, dr ar, 
ƏV: dQ, 
= Qu Bx, Ji t Pr JÈ» 
ƏV, ƏV; da 
a Qe Br. +t Qi 
所 以 在 
- dQ; dQy dQ 
sy = Quse + aren + “de Qe = = Qishi + i; 此 
= Cs + = Qis- 
MRS john a, Ie 
Ty = fiss) 
满足 客观 性 原则 . 


1.2.1.4 牛顿 型 流体 的 本 和 村 关系 


有 了 可 表 性 原则 和 客观 性 原则 , 便 可 大 大 减 小 构造 本 构 关系 的 育 日 性. 但 这 些 诛 则 这 
不 能 用 以 给 出 本 构 关系 的 基体 硼 达 式 ,还 必须 补充 实验 与 假设 条 件 .最 常见 的 流体 足 和 牛顿 
型 流体 , 它 是 一 种 相对 简单 的 非 记忆 性 流体 . 
1. 基本 假设 的 分 解 与 本 构 关系 的 导出 

牛顿 型 流体 的 定义 村 以 分 解 为 如 下 儿 个 基本 假设 : 

日 运动 流体 的 应 力 张 量 在 运动 停止 后 应 赵 于 静止 流体 的 应 力 张 量 pòp WAD 
学 压强 ) ,为 此 将 应 力 张 量 Py 分 解 为 ~ p8, 和 两 部 分 ,好 

P, 二 一 ps, 十 Ty. 

这 里 a 为 偏 应 力 张 量 .运动 停止 时 = 二 0. 信 应 力 张 呈 也 为 对 称 张 量 

2) 偏 应 AIKE zy 的 各 分 景 基 局 部 速度 梯度 张 量 的 线性 齐 次 函数 


OVE 
Ty T Cyn > On; 


ar 


这 里 WRAAE, 是 常数 . pa, 4o 160, TBS = 0 Bf, cis al RER 


数 ). 由 于 了 p T Hae FOR Be SSE GE E sy 为 对 称 张 直 ,而 旋转 运动 张 姑 ug J RIE 
a. 由 于 tc; 是 对 称 张 量 , 所 以 必 有 C phil hy =0, 从 而 
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Ti, T Cikiski- 


3) Bit AR E m TEED, BI AEE EE DIR TA o FEER PS RR, cw 必然 是 
四 阶 备 同 同 性 张 量 , Ha TE ES A A AE AT OE, BI 
Cig = Cikis 
各 向 同性 张 晤 的 特点 是 ,将 cig BF en BE E a A E A GA ci, tE l 
2,23, 34,41, 19 C2341 LS 一 分 量 , 此 分 量 值 与 原 分 量 值 相同 , 如 C934) = C24» 
C4174 — Cå. 由 此 不 难 证 明 ' 四 阶 各 向 lay RE SK Be ny 以 表示 为 
cok = OOR + 2046, + Puk 
其 中 ha;B 均 为 标量 .四 此 ,四 阶 各 向 同性 张 量 只 有 三 个 独立 分 量 ， 
将 下 标 i ,i 对 调 得 
Ciu = AGidn + 2645, + P8203, 
困 此 有 
Caiet = A + SB + aByd,p- 
由 于 Tyo su 部 是 对 称 张 量 ;所 以 cng 必然 大 于 i sf 对 称 ， 即 Chl = Cyikt' 于 是 
Coat = Hem + cpu) = ÀB ôu + 2848, + 8182). 
这 里 pe = 二 (a + 8). 


于 是 ty = ADS TASB + Oy Dj) se B 
Ty = Asydy, + Zs 


因此 牛顿 流体 应 力 张 量 的 表达 式 为 
Py = È- p+ Asy)d, + 2ps,- (1.9) 
如 果 记 
p =+ $y, 
上 式 也 可 以 写成 
P, =- pdy + 2p (s 一 omy )+ H Sð. (1.10) 
这 就 是 广义 牛顿 定律 ,也 称 为 千 顿 流体 的 本 构 方 程 . 
2. 系数 pipe 的 物理 意义 
考虑 简单 剪 切 运动 x = uly), v= w=0. 此 时 本 构 方 程 退 化 为 
p,- „dë 
2 5# dy’ 


BUE u 25 Bil TB Bl BH RR 
考虑 以 点 M APL r 0 为 半径 的 无 限 小 球面 S 上 法 应 力 P, = Pen 的 平均 值 
《对 所 有 方向 进行 平均 ) 
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P= | P, nds = | P,nnds 
§ mre S 


anr 4 
P 
= rae finds 
fig E 


P, P; 
= bun dS = 二 中 runauds 


Agr? 
P, 
= Arro Ondra) nedS 
— P; | On Sut) y 
dart y Oz, 
P; 
= 23| dadua V 


1 
3 
这 里 ， v= 为 球 的 体积 .因此 M 点 处 所 有 方向 上 的 法 应力 平均 值 等 于 ril,rayr3 三 
个 方向 上 的 法 应 力 平 均值 ,是 一 个 不 随 坐 标 变化 的 量 , 进 一 步 将 广义 牛顿 定律 代 人 上 式 得 
P=- pt “eV - F. 
=- p IPERE :点 的 法 应 力 平 均值 等 于 共 热 


P 640% = tep, + Px 十 P33}, 


RV V=0,0 i ERE P 
力学 压强 ， 

MRV-V=0,BA EAR ,流体 微 轩 在 运动 过 程 中 发 生体 积 变化 引起 平均 正 应 力 
值 发 生 p VV 的 变化 ,因此 也 称 e BRERA BRAM. CRASSA ARB 
或 收编 发 生体 积 变化 时 ,从 一 个 状态 过 渡 到 另 一 个 状态 所 对 应 的 不 可 道 { 非 平衡 ) 过 程 引 
起 的 内 耗 .失去 平衡 后 再 恢复 到 新 的 平衡 所 策 要 的 时 间 ( 弛 好 时 间 ) 如 果 比 宏观 运动 状态 
改变 所 需 时 间 短 许多, 则 可 以 忽略 第 二 黏 性 系数 ,事实 上 , 除 高 温和 高 频 声波 等 极端 情况 
外 ,对 于 一 般 气体 分 子 运动 可 取 第 二 黏 性 系数 为 0. 早期 斯 托 克 斯 由 设 x =0, 因 此 习惯 上 
he =0 为 斯 托 克 斯 由 设 .在 斯 托 克 斯 假设 下 ,本 构 方 程 中 的 压力 就 是 平均 正 应 力 , 它 与 
热力 学 中 的 压力 具有 不 同 含义 ,不 能 证 明 它们 相等 .但 实际 计算 表明 ,在 斯 托 克 斯 假设 下 ， 
可 以 认为 本 构 疾 系 中 的 压力 等 于 热力 党 压力 . 

在 斯 托 克 斯 假设 下 , 广 闷 牛顿 定律 可 以 写成 


P; =- pd, + 2n(s - F 585). (1.11) 


3. RK REALE PRR IA 
为 了 求 得 应 力 张 量 在 各 坐标 系 中 的 分 量 形式 ,将 本 构 基 系 写 成 矢量 形式 
P =- pl + 2u(S -+49 . vr)+ VeVi, 
REFA EKE SA Ve SEE REL OT RDE ETS RAA. POR VV 
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FERC VV)’. 
在 直角 坐标 系 下 ,有 关系 式 


Sa = ar 77 ay Sz = ae? 
-, 42% Ya); 
sy ~ Syr y ay + Ər i” 
= sy = (OM), 
Syz Sry 2 oz + Əy 3 
a. = 1 (Vs , ow) 
JIT “IT 2 or or 
FE 7a SE AY FR IK Sh 


3 
P =- pt psy + [p — Sp \ see t+ Sy tsa); 
w PS t A T PH PN Sax Sy E See 75 
2 


PL.=~ pt 2ys,. + (x Sn) Gt sw + Sez) 


Pays Pye = 2pseyi 
PL = Pay = 26505 
Puy = Pu = 2Sa: 
在 柱 坐 标 系 下 ,有 关系 式 
V= Vie, + Vieg + Views 


fs) a Q 
V= ea, te agt ed 
de, deg , Ge, 
By = 95, 0,3 0; 
Oe, _ Beg de, 
ag ag =~ frag = 0 
oe, des , Oe, _ 
az Voz = 0z 0. 
和 
_ ay, 1 ƏV; V, av, 
Se Or 758 80 y vase az ' 
_ = 二 (2 at) 
mr a t arr P 
ea ta= $(p2 Me, 12h) 
oe 2T 2 arr raal’ 
s = S = $ (2% oY) 
ir rz 2 Ər z 
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因此 应 力 各 分 量 的 表达 式 为 


Po =- pt 2ps,, + ( - js + 十 sj 


tothe ua fra 


Pe =— pt 2psy + (x 一 r) Cs + S69 + See di 


tua [bo 


Pa =— pt 2yps, + (e - p (ee + sw + saa): 


Pa = Pa 二 258 
Pe = Pa = 2psgs 
Py = Pr, = 2Hsn， 


1.2.2 流体 动力 学 的 积分 型 方程 
1.2.2.1 基本 原理 


在 流 场 中 选 定 具 有 代表 性 的 一 个 静止 或 运动 的 体积 ( 称 为 有 限 体 或 有 限 体积 ,也 称 为 
控制 体 ) ,针对 该 体积 构造 反映 质量 .动量 与 能 量 守 全 的 流体 力学 基本 积分 型 方程 ,这 就 是 
构造 流体 力学 基本 方程 的 基本 原理 . 

主要 考虑 两 种 类 型 的 有 限 体 :静止 几何 体 ( 简 称 几 何 体 ) 与 运动 物质 体 (简称 物质 体 )， 
这 种 称呼 完全 是 人 为 的 ,不 同 书 上 可 以 有 不 同 的 称呼 .有 限 体 的 这 种 分 类 只 是 本 节 内 容 介 
绍 上 的 需要 ,不 代表 最 基本 的 概念 .它们 之 癌 的 区 别 类 似 于 前 面 的 欧 拉 法 与 拉 格 妥 日 方法 
的 区 别 . 

几何 体 是 相对 于 某 参 照 坐 标 系 不 随时 间 变 化 的 封闭 曲面 于 所 包含 的 区 域 避 ,如 发 动 
机 中 的 气 负 、 进 气 道 等 , 几何体 属于 开放 系统 ,几何 外 形 与 体积 不 变 , 其 边界 上 可 以 有 质量 
交换 ,有 力 的 相互 作用 和 能 量 交换 . 

物质 体 是 流体 中 封闭 流体 (物质 ) 面 * (:) 所 包含 的 流体 ,如 被 滴 , 气 泡 等 ,物质 体 所 
占据 的 几何 区 域 * 是 随时 间 变化 的 . 物质 体 属于 封闭 系统 , 随 流体 质点 一 起 运动 {从 而 
边界 速度 等 于 流体 速度 ) ,其 边界 上 没有 质量 交换 ,但 有 力 的 相互 作用 和 能 量 交 换 . 

流体 力学 主要 有 三 个 基本 方程 ; 

(1) 质 量 守恒 方程 . 它 反 映 的 是 物质 不 生 不 灭 这 一 晤 自然 的 物理 定律 . 它 用 以 描述 流 
AGE p 的 变化 规律 . 它 不 需要 补充 任何 其 他 关系 式 ,也 就 是 说 ,质量 守恒 方程 是 物质 不 
生 不 灭 的 最 直观 的 体现 ,方程 的 形式 十 分 简单 . 质量 守 桓 方程 也 称 连 续 性 方程 . 

(2) 动 量 守恒 方程 . 它 反映 的 是 牛顿 定律 , 即 物体 在 力 的 作用 下 做 加 速 运动 . 具体 说 ， 
物质 体 所 受 的 合力 等 于 其 质量 与 加 速度 的 积 ,也 可 以 理解 为 流体 微 团 所 受 的 力 等 于 其 动 
量变 化 率 .因此 ,只 要 能 求 出 合力 , 便 可 以 得 到 动量 守恒 方程 .合力 包括 体积 力 pf 和 面积 
A P, .体积 力 可 以 是 多 相 物 质 的 相互 作用 力 ,远程 力 (如 重力 与 电磁 力 ) 和 惯性 力 ,以 后 将 
BAPE. 功 积 力主 要 是 压力 和 符 人 性 应 力 , 这 在 前 一 节 已 经 详细 介绍 了 . 

《3) 能 量 守恒 方程 .能 量 守 伍 属于 经 典 的 热力 学 定律 .流体 微 团 单位 质量 的 能 量 即 总 
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能 EE 包括 内 能 e 与 动能 六 VV. A AAR ASTD ,热传导 (由 化 学 反应 等 引起 的 ) 生 成 热 都 
引起 总 能 的 变化 . 功 等 于 力 矢 量 与 速度 矢量 的 点 积 .热传导 引起 的 热流 密度 g 是 一 矢量 ， 
对 于 各 向 同性 流体 有 如 下 的 傅 里 叶 定 律 

g=—«VT. 
这 里 x APS A. EE, Pepe Se HE A 5 ak. E E, A h 
度 高 的 地 方 传 给 温度 低 的 地 方 , 热 流量 正比 于 温度 梯度 . 沿 方向 n 在 单位 时 间 通 过 单位 
面积 的 热量 为 


_ tp .oT 
gn =Z- KVT'n= K Sa” 


ERRER PTEE ORE UENRA EA iF CHEMKIN). 
通过 某 种 线性 的 或 非 线 性 的 组 合 ,还 可 以 导出 一 些 组 含量 的 方程 .这 些 组 合 量 所 满足 
的 方程 虽然 不 属于 最 基本 的 方程 ,但 可 以 更 直观 地 揭示 一 些 特殊 的 物理 现象 ， 


1.2.2.2 有 限 体 上 积分 的 导数 


考虑 由 流体 质点 组 成 的 物质 线 L OR So 和 物质 体 0* ,往往 需要 以 它们 作为 
积分 域 来 考虑 某 些 物理 量 的 变化 . Gh 
A) LATE AER fi Ved ; 


B) 物 质 面 上 的 洞 通 章 | dE"; 


C 〇 ) 物 质 体 上 的 质量 | .pdD ,动能 | .ovd0 ,总 能 | ，pEdD ,等 等 


这 些 物质 积分 及 其 变化 在 构造 积分 型 运动 方程 和 研究 旋涡 动力 学 性 质 等 方面 具有 重 
要 应 用 价值 . 

物质 积分 随时 间 的 变化 率 称 为 物质 积分 的 随 体 导数 .这 种 变化 显然 来 自 两 个 方面 : 

A) 物 理 量 本身 随 时 间 的 变化 ; 

B) 物 质 线 , 物 策 面 或 物质 体 的 形状 和 大 小 随时 间 的 变化 ， 

先 将 物质 线 L BEN? 和 物质 体 0* 看 成 线段 元 红 “ ,面积 元 33* 和 体积 元 
3 "的 集合 , 先 看 线段 元 ,面积 元 和 体积 元 的 随 体 导 数 . 

设 8L "为 流体 质点 xa 到 其 相 邻 质点 xs 的 矢 径 ,于 是 物质 线 元 积分 的 随 体 导数 为 


DOL * = B(x- xa) = Va- Va = 8V = Vy.8L". (1.12) 
Al] FA CE A ES EPAR MESA 
Dage — ag? DO o. yap» 
pia" = 80" Hr = vs van, (1.13) 


A T AE RE AR TB Se ST FAA EB SO A E 
Sh" EMER OL EHHA ER 5L “为 母线 ,组 成 体积 为 80* =L" de" 的 柱 体 
(物质 体 ), 于 是 有 
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Dane = Dap? .an "Dy: 
DeL? = pdb? 8" +L" TD”. 
HOIDA. IDAR BN” SSL SE" RA LAIR AAT SL* ,得 


D 


pee + VV aE" - (V TY) 这 | = 


SL‘ . | 
Aan 任意 ,所 以 必 有 


Dar =- VY +(V.: VE’. (1.14) 


考虑 物质 积分 |. @ x de" 的 随 体 导数 ,这 里 中 可 以 是 任意 矢量 和 标量 ,8z* 可 以 代 


表 物 质 线 元 .物质 而 元 和 物质 体 元 , 乘 导 * 可 以 是 任意 合理 的 标量 乘 和 矢量 乘 (包括 点 乘 
FAM FE). MUA ROP AR 
卫生 a Dòr’ 


D * D . 
De Oe =| pOr =] BP ede +f we BRE 
利用 关系 式 (1.12),(1.13) 和 (1.14) ,很 容易 求 得 如 下 随 体 导数 ， 


A) 连 度 环 量 的 随 体 导数 
Bp 
$ pe bt +> vav 
= > OY aL? + 中 tev? 
poar 
BARRE AR KEA 
bil et oz = |B D2 sox? +f „o PE 


=|. Da, (y. VR- n- (Vv) | oz E". 
CC 任意 物 理 量 的 物质 体积 分 的 随 体 导数 
此 | .rip=- | BE sn +}. $2 an" 


= |. (25 + OV v jaa" 


=f, Žv. cev) Jaa". 
n7 
几何 体内 某 物理 量 总 和 随时 间 的 增长 率 

ə _ {| o¢ 

<I fda ~ I, 5, d0. 


称 为 高 部 导数 . 
随 体 导数 则 为 物质 体内 某 物 理 量 $ 总 和 随时 间 的 增长 率 .利用 物质 体积 分 随 体 导数 
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KEX 
D - a¢ 
De at =j E tv ($V) jan“ 
和 高 斯 定理 得 
D [p a 
Dz are? 一 | 5, 002 + ad nd>. (1.15) 


这 里 P $V + edd 是 边界 处 因 流 体 流动 使 物质 体 体积 扩张 所 增加 的 量 , 称 为 控制 面 上 
的 运输 量 , 因此 ,和 随 体 导数 等 于 局 部 导数 加 控制 面 上 的 运输 量 . . 

除了 考虑 上 面 的 苦 正 几何 体 和 运动 物质 体外 ,有 时 也 考虑 任意 运动 控制 体 ( 简 称 为 任 
Bh) Q(t) ,其 边界 Te) Mie Ve. 如果 VYz=0, 则 任意 体 晓 化 为 尊 止 几何 体 ;如 
果 Vs= ee oT em 任意 体内 某 物理 量 # 的 总 和 将 时 间 的 变化 为 


卫 da=| ‘Es + V + (#¥s) |an 


5 a? 
= Or dQ + hy PVs *adzZ, 


原则 上 ,利用 静止 几何 体 ,物质 体 或 任意 体 和 力学 Anse, RAL IS 
力学 方程 . 


1.2.2.3 物质 体 上 的 动力 学 方程 


质量 守恒 方程 :根据 物质 不 生 不 灭 定 律 ,物质 体内 流体 的 质量 保持 不 变 , 所 以 质量 守 
恒 方 程 为 
D 
De anne? 
动量 守 便 方程 ;根据 牛顿 定律 ,物质 体内 动量 增长 率 等 于 作用 在 物质 体 上 的 体积 力 
和 面 上 的 表面 力 之 和 ,所 以 动量 守恒 方程 为 


Dilao = faofa + $ Prd, 
能 量 守 惜 方程 :根据 能 量 定律 ,物质 体内 总 能 量 增 长 率 等 于 作用 在 物质 体 上 的 体积 力 
OH f° WV), 面 土 的 表面 力 做 功 (P,"V) ,物质 体内 的 生成 热 和 边界 面 上 因 热 传导 输入 的 
Me eV T CM 


A - ‘Vdn + f p+ 
Dil pe Eaa ae Vdn + $ P, + Vaz 


= 0. 


OFT RE 2) Pie. RA RE RRS EEK LMA LO Re 
之 和 ,得 


D 
Dila t” Vda = i XAAR + È rx Paz. 
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+]. (ida + + 中 VT tnd. 


AL = o + VeV 为 总 能 (内 能 加 动能 ),4 为 流体 微 团 单位 质量 单位 时 间 的 生成 热 


1.2.2.4 静止 几何 体 和 任意 体 上 的 动力 学 方程 


利用 随 体 导数 定义 (1.15) 


D. =|. . 
Dr atin dn a et dQ + Pa $V nd>, 


并 取 IsI G) Asn” Ca), BETINE S Ay EAT SREB A EAE 
H RILA ER FEN A. 
质量 守恒 方程 为 


| an + $ pV- nds =0. 


动量 守恒 方程 为 
| eV) 49 + f pv V» nd? = | afan + f Pas. 
能 六 守恒 方程 为 
| MoE) in + 中 Er - nd = -| phe Van + $ P,- Vaz 


+ | pan + f vT * Rd>. 
其 实 , 上 述 方 程 也 可 以 直接 从 几何 体 分 析 获 得 . 以 质量 守恒 方程 为 例 , 几 和 何 体内 的 变 
化 由 两 个 原因 引起 :(1) 通 过 表面 流体 流 进 流出 ,单位 时 间 内 流 进 的 流体 和 流出 的 流体 的 


总 和 为 | oV nd;(2) 由 于 密度 本 身 随时 间 的 变化 引起 的 质量 增加 | Wan REAR 
守恒 原理 , 必 有 
| Wan + $ pv + naz = 0, 


守恒 方程 的 各 项 均 有 明确 的 物理 意义 ,以 动量 方程 为 例 : 

1) 左 问 第 一 项 代表 控制 体内 动量 变化 率 ; 

2) 左 端 第 二 项 为 边界 上 因 对 流 流 动 对 上 述 变化 的 贡献 ; 

3) 右 端 第 一 项 为 体积 力 对 上 述 变 化 的 贡献 ; 

4) 右 端 第 二 项 为 面积 力 对 上 述 变 化 的 贡献 . 

也 可 以 用 类 似 方 法 构造 任意 体 上 的 守恒 方程 .所 得 的 守恒 方程 为 


dp — > + 二 
| Wan + 中 PV Vs) nd = 0, (1.16) 


BV) in + f oo- Vs) ,ndz 


au) of 
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= Wd + Pid, (1.17) 
| P 


| or da + { so E z) * ndz fuk: 


+4 P,- vaz + f min + > tw 了， 有 dz- (1.18) 
三 Ar) X(t) 


1.2.2.5 动量 定理 


流动 参数 所 满足 的 基本 方程 是 非 线 性 的 ,一 般 情 况 下 求解 十 分 困难 .但 动量 方程 的 积 
分 形式 在 许多 情况 下 能 简单 给 出 意 想不到 的 好 结果 . 

设 固定 在 空间 的 区 域 为 ,区域 的 外 边界 为 (外 边界 处 一 般 忽 略 蒜 性 力作 用 而 只 
考虑 压力 ) .区 域 的 内 部 可 以 包含 另 一 个 物体 下, 设 物 体 给 流体 的 作用 力 为 - 五 ( 和 包含 压 为 
和 黏 性 力 ). 于 是 积分 形式 的 动量 方程 为 


ay ovaa +f ovv. ndë =- F, -| pnas + | Fan. (1.19) 


这 里， 

左边 第 一 项 表示 区 域 如 内 动量 的 变化 率 ， 

第 二 项 表示 通过 区 域 边界 3 的 动量 通 量 ， 

右边 第 一 项 为 流体 内 物体 给 流体 的 作用 力 ， 

第 三 项 为 流体 (外 ) 边 界 上 压力 给 流体 的 作用 力 ， 

最 后 一 项 为 体积 力 给 流体 的 作用 力 (在 非 惯性 系 中 应 该 考 虚 价 性 力 ). 

在 计算 流体 力学 中 ,计算 出 空间 流动 参数 分 布 后 ,利用 动量 定理 将 物体 所 受 的 气动 力 
积分 出 来 ,精度 要 大 大 高 于 直接 对 物 而 受 力 (压力 与 条 性 力 ) 进 行 积 分 所 得 的 合力 . 


1.2.3 流体 动力 学 的 微分 型 方程 


前 面 介绍 的 积分 型 方程 几乎 总 是 成 立 的 . 本 节 介 绍 的 微分 型 方程 需要 假定 流动 参数 
是 可 微 的 . 


1.2.3.1 由 积分 方程 导出 微分 方程 


采用 控制 体 上 的 积分 方程 ,将 所 有 面积 分 通过 高 斯 定理 化 为 体积 分 ,由 积分 区 域 的 任 
意 性 ,被 积 了 两 数 必然 与 原 积 分 满足 间 样 的 方程 ,由 此 便 得 相应 的 微分 方程 . 
用 高 斯 定理 将 面积 分 化 成 体积 分 后 ,任意 控制 体 2 上 的 积分 方程 可 以 写成 


ME +V (ev) |an = 0, 


SE 


中 MR AMAR SB TEASA AO AER RS AA Ba ES A AS 
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| [26% + v rn - af, Y «(PD aa = 0, 


| [BE + 7 + (ov) - of, VP -pm — Y (eT) an = 0. 


ATR REE SU EAE PR a SS, ,由 此 得 如 下 形式 的 
微分 方程 (起 最 守恒 方程 .动量 守恒 方程 .能 量 守恒 方程 ) 


22 + 7 (oV) =0, (1.20) 
OV + Y. (oV V) = of, + V > (P), (1.21) 


SE + (OVE) = efo VV (POV) + tT WYT). (1.22) 
质量 守恒 方程 习惯 上 也 称 为 连续 性 方程 


1.2.3.2 由 流体 微 团 分 析 导 出 微分 方程 
这 里 以 连续 性 方程 为 例 , 说 明 推导 它 的 其 他 两 种 方法 ， 


第 一 种 方法 为 拉 格 朗 日 方法 . 考虑 物质 体积 元 (流体 微 团 )809 ,根据 物质 不 生 不 灭 原 
理 和 质点 导数 的 定义 ,有 


Des” _ 0 
Dr 
Dosan _ DnR” _ 
Do 1 Dna“ 
> D Pana" Dr = 0, 
Po 
1p a = 
=> Dr +pV¥V+V¥=0. 
将 
Do _ 3p , 
Dt or Vs Ve, 
RA ERB 
op , _ 
5, + V (eV) = 0. 
连续 性 方程 可 以 写成 


1. y.y, 
p Di 
上 式 表明 ,质点 密度 的 相对 变化 率 , 等 于 负 的 体积 相对 变化 率 . 因此 连续 性 方程 充分 反映 
了 流体 微 团 的 密度 变化 基 直 体积 变化 引起 的 这 一 物理 事实 . 
质点 密度 不 变 的 流体 称 为 不 可 压缩 流体 , 即 不 可 压缩 流体 的 严格 定义 为 


De _ 
Dr = 0 
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由 连续 性 方程 知 


De _ . V= 
D = 0>Y V=0 


| 因此 ,不 可 庄 缩 流体 可 以 等 价 地 定义 为 
l Y.V=0, 
RPTRA. EEA a RP Fe RC 1.7), BE dz dy dz 
SPF FE e, y, 轴 , 中 心 坐 标 为 (zy,z). 首 先 分 析 通 过 各 表面 单位 时 间 流 进 流出 的 
质量 . 
Fe oo 轴 方 向 .单位 时 间 通 过 位 于 x -Laz Ax 


a 的 两 个 表面 流 进 和 流出 的 质量 分 别 为 
SNL (pu -dz 20H mH \dydz, (pu + Ddz jdva> 
。 所 以 ,在 zx 轴 方 向 ,通过 irae nate 
Z 间 流 出 的 净 质 量 为 
Dat dzdydz， 


司 理 , 通 过 与 y 轴 和 >* 轴 垂 直 的 表面 流出 的 净 质 量 分 别 
1.7 长方体 几何 体 为 


Fe dedyde Le , > dzdydz， 


于 是 ,通过 各 表面 流出 的 总 质量 为 


Əpu , 960 | pw 
Ea + oy Oz YE |dædydz. 


h FERREE, KEA E PA i Bt ER A 
- P drdydz. 


根据 质量 守恒 原理 ,通过 表面 流出 的 质量 等 于 长 方 体内 质量 的 减少 


、9e = [opu | Əv , Sow 
a, drdydz = Ee + ay + 全 > Jazdyde. 


由 此 得 
op . = 
ae 十 V+ (pV) = 0. 
1.2.3.3  Navier ~ Stokes 方程 与 Euler 方程 


将 广义 牛顿 定律 (1.16 代 入 (1.20) 至 (1.22) , 便 得 如 下 的 Navier - Stokes( 钠 维 -斯 托 
克 斯 ) 方 程 (简称 N- SFH) 


L + 9 (ov) =0, (1.23) 
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SON 4+ (VV) = ofa- Vet VG), (1.24) 


WE + V+ (pVE) = pf V- Y (PV) 


+ 了 (t+ 了 TY VT). (1.25) 
对 于 牛顿 流体 ,在 斯 托 克 斯 假设 下 
1 


t= 2u(s ~4V- vr). 
如 果 假 设 和 萌 性 系数 鸭 常 数 , 便 有 
Versa: 5 —-#v-((0- VI]. 


3 
7S FE S| 
vi ss4lV (VW) +0 + (VV) 
_1, 8 (2% +4 3 (2% ) 
= 2° an (dn EIT 2 an agi 
= 42 (a ) 12 (2% | 
2 da, DB Bye: |+ 2 Or, a) Oti 
_1oV 1 FV 
~ 2 aa? + 2 drar 
_ 上 1 
= FAV+ 7 V(V V), 
Al 
_ /3 
V CV i vI]= A 
_ 2 (OV. |= i 
= AO = YY V). 


因此 ,如 果 黏 手 系 数 为 常数 , 竺 性 项 可 以 简写 成 
Vcr AV + SnV(V 。 V), 


JRE, REJETE. 24) TRAN- SFR. EARR AR RRAN TF, BABA 
C. L. Navier(1827) 7 G. G. Stokes(1845) 建 立 .但 对 于 计算 流体 力学 ,把 连续 性 方程 .动量 
守 便 方程 和 能 量 守 恒 方 程 统称 为 N-S 方 程 ， 

对 于 理想 流体 ,忽略 黏 性 应 妨 和 热传导 ,得 如 下 的 Euler( 欧 拉 }) 方 程 


+ (pv) = 0， (1.26) 
SpY | (eV V) = 
ae "Cp = f- Vp, (1.27) 


但 没有 理由 表明 , 欧 拉 方程 的 解 等 于 N-S 方 程 的 解 在 黏 性 系数 趋 于 零 的 极限 ， 
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在 第 二 章 中 我 们 会 介绍 Navier - Stokes 方程 与 Euler 方程 便于 计算 的 更 方便 形式 . 


1.2.4 ”微分 方程 的 封闭 性 讨论 


这 里 讨论 的 封闭 性 类 似 于 数学 物理 方程 中 的 定 解 问题 ,一 个 定 解 问题 应 该 包括 泛 定 
方程 和 相应 的 定 解 条 件 .这 里 考虑 的 泛 定 方程 就 是 前 面 的 Navier - Stokes 方程 或 Euler 方 
程 . 定 解 条 件 包 括 初 始 条 件 和 边界 条 件 , 注意 定 解 问题 不 一 定 是 适 定 { 解 存在 ,唯一 并 且 稳 
定 ) 癌 题 . 欧 拉 方程 的 适 定性 将 在 第 三 章 讨论 .另外 ,流体 力学 基本 方程 的 求解 还 涉及 一 些 
未 知 项 的 模拟 ( 即 用 已 知 条 件 来 近似 计算 一 些 未 知 项 ) .模拟 问题 将 在 第 二 章 中 部 分 介绍 . 


1.2.4.1 泛 定 方程 的 封闭 性 ,状态 方程 


对 于 人 惧 征 分 方程 问题 ,方程 的 个 数 应 该 等 于 未 知 数 的 个 数 . 如 果 方 程 的 个 数 少 于 未 知 
数 个 数 , 则 称 为 从 定 问题 , 解 一 般 不 唯 --; 如 果 方 程 的 个 数 大 于 未 知 数 的 个 数 , 则 称 为 超 定 
问题 ,此 时 一 般 无 解 ;3 如 果 方 程 的 个 数 恰好 等 于 未 知 数 的 个 数 , 则 称 为 确定 问题 ,如 果 进 一 
HE Wh AE OR A RO ER EAE) ,那么 可 能 具有 了 崔 一 的 解 ,前 面谈 到 的 流体 力学 基本 
方程 的 个 数 少 于 未 知 数 的 个 数 ,为 了 使 问题 确定 ,必须 补充 其 他 方程 . 补充 的 方程 往往 是 
代数 方程 ,特别 需要 指出 的 是 ,可 压缩 流体 和 不 可 压缩 统 体 的 处 理 有 重大 区 别 ， 

流体 力学 的 基本 方程 用 到 密度 ,压力 p WET 等 流动 参数 . 

对 于 可 压缩 流体 ,将 本 构 关 系 式 代 人 方程 后 ,未 知 数 有 p,V=(Vi, Va Va), Tp 等 
7 个 ,而 方程 只 有 5 个 (1 个 质量 方程 ,3 个 动量 方程 和 1 个 能 量 方程 ). 此 时 必须 补充 两 个 
方程 或 代数 关系 式 .考虑 简单 可 压缩 流体 . 流体 的 密度 p、 压 力 p 和 温度 丁 属于 状态 参 
数 , 根 据 经 典 热力 学 状态 公理 得 出 只 有 两 个 独立 参数 的 结论 .有 了 状态 参数 中 的 任意 两 个 
便 可 以 得 出 另 一 个 ,确定 它们 之 闻 关 系 式 的 代数 方程 称 为 状态 方程 ,一 般 写 成 

fp,p,T)=0. 
对 于 完全 气体 (分 子 间作 用 力 和 分 子 所 占据 的 体积 可 以 忽略 的 气体 ) ,状态 方程 可 以 简单 
写成 
p = rpT (Clapeyron 方程 ) . 

其 中 上 =83147M 为 气体 常数 ,M 为 气体 的 分 子 量 . 对 于 空气 有 M= 29, 从 而 r=287[]/ 
(ke'K)]. 

AAN, EEA PERIA BE YT 2A RR 

e= feyar. 
这 里 cy = cy(T)[UJMkg'K)] 为 定 容 比 热 , 即 在 气体 容积 不 变 的 情况 下 单位 质量 的 气体 每 
提高 一 度 温 度 所 需要 的 热量 , 如 果 记 cp 为 定 压 比 热 , 即 在 气体 压力 不 变 的 情况 下 单位 质 
便 的 气体 每 提高 一 度 温度 所 需要 的 热量 ,那么 有 关系 式 
Ccp=cyt+R, 


经 党 采用 比 热 比 y= cpyev, 对 于 常温 下 的 空气 y= 1.4. 对 于 燃烧 过 的 气体 一 般 有 1< y 


第 一 章 ”流体 力学 基本 原理 .31 ， 


<1.4. 
如 果 气 体温 度 不 太 扁 {如 低 于 1000K) ,那么 定 容 比 热 和 定 压 比 热 都 可 以 看 成 常数 ,从 
而 内 能 表达 式 为 es = cvT， 
对 于 高 度 压 缩 的 气体 ,分子 间作 用 力 和 分 子 所 占据 的 体积 不 能 忽略 ,此 时 得 采用 如 下 
的 状态 方程 


(p+ ap") 一 8} = rT (Van der Waals 方程 ). 


这 里 ap? ART EAS 代表 单位 质量 的 分 子 的 体积 .对 于 空气 有 a=3Xx10 ?po/ 
友和 B=3Xx1073/po. 这 里 po=1.225kg/mm ,po=101380NAnz( 标 蕉 状态 值 )， 
对 于 几 百 个 大 气压 以 上 药水 ,也 可 以 按 可 压缩 流体 处 理 ,并 可 采用 下 面 的 状态 方程 


b+B _ (2)" (Cole 3798). 


这 里 po= 10kg/m 为 一 个 大 气压 下 水 的 密度 . SRR on = 7 A B= 3000( 大 气压 ), 则 上 
面 的 公式 误差 小 于 百 分 之 十 . 
因此 ,对 于 可 压缩 流体 , 求 出 9, pV, pE 后 , 按 
E=e +4 IV, 
便 可 求 得 e, 再 由 e=e(T,p) 便 可 求 得 T. Eh p= p(T, o ETR p. 
对 于 不 可 压缩 流体 ,方程 退化 为 


op . Vp = 
a, tV vp=0, 


Y:V=40, 


Vivy.ygyvarcviv-pe, 
or p 


Set VES F V+: (P: V+eVT). 


因此 ,连续 性 方程 一 分 为 二 , 比 可 压缩 流体 多 了 一 个 方程 .未 知 数 仍 为 p, Y= (FI, V, 
VY3) ,了 了 ,六 , 共 7 了 个 ,而 方程 有 6 个 ,可 以 补充 温度 与 能 量 之 间 的 关系 式 


E=e(Tip)t 5 ivi 


那么 方程 的 个 数 便 正好 等 于 未 知 数 个 数 .注意 上 而 的 第 二 个 方程 (YY=0} 与 其 他 方程 
不 同 , 它 只 与 速度 对 坐标 的 镶 导 数 有 关 , 属 于 一 种 对 速度 的 约 东 条 件 .首先 由 动量 方程 似 
乎 可 以 确定 速度 ,而 速度 又 必须 满足 散 度 等 于 零 的 约束 条 件 , 因 此 似乎 对 速度 的 约束 条 件 
多 了 ;而 对 于 压力 又 没有 具体 方程 去 求 它 ,似乎 属于 欠 定 问题 .这 正 是 不 可 压缩 流动 方程 
的 特点 所 在 .事实 上 ,应 按 下 面 方式 来 求 上 述 方程 ;首先 由 动量 方程 似乎 可 以 确定 速度 ,而 
速度 又 必须 满足 散 度 为 0 的 约束 条 件 , 这 只 有 通过 合理 选取 压力 才能 得 以 实现 .因此 上 面 
的 第 二 个 方程 与 其 说 是 速度 的 约束 条 件 , 不 如 说 是 确定 压力 的 方程 ,计算 流体 力学 中 如 何 
通过 散 度 为 0 的 条 件 来 确定 压力 ,是 不 可 压 流 计算 的 关键 ,对 于 许多 简单 流动 问题 ,可 以 
通过 定义 某 种 新 的 变量 使 散 度 为 0 的 条 件 自动 满足 ,同时 使 压力 项 消去 ， 
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1.2.4.2 初始 条 件 和 边界 条 件 


流动 是 从 某 时 刻 开 始 的 ,所 以 必须 给 定 起 始 时 刻 的 流动 条 件 , 称 为 初始 条 件 ,可 以 写 

成 
px,0) = olx), V(x,0) = Volx), plx,0) = potx). 
初始 条 忻 一 般 由 物理 问题 给 定 ,例如 ,如 果 研 究 静 止 流 体 中 贺 柱 突然 以 恒 速 度 Uo 运动 时 
周围 的 流动 , 则 可 以 将 坐标 系 固 定 在 运动 圆柱 上 ,初始 条 件 为 
p(x,0) = oo, Vix,0) =- Up. plx,0) = po. 

流体 区 域 中 一 般 存 在 几 种 边界 ,如 固体 壁面 无穷 远 边 界 . 自 由 表面 PRR 
界面 .这 些 都 是 确定 的 物理 边界 .有 时 必须 使 用 有 限 区 域 进 行 计算 机 求解 ,此 时 有 限 区 域 
是 从 无 限 区 域 人 为 划 定 的 ,人 为 划 定 线 称 为 人 工 边界 .无 论 是 物理 边界 还 是 人 工 边 界 ,都 
要 给 适当 的 边界 条 件 , 人 工 边 界 的 处 理 属于 以 后 章节 讨论 的 问题 .这 里 只 讨论 物理 边界 的 
边界 条 件 . 

DEFRA. 流体 与 物体 相互 作用 产生 的 扰动 传播 到 无 穷 远 时 趋 于 0, 所 以 无 穷 远 
处 的 边界 条 件 可 以 写成 

pt) = po, V(%,t) = Vo, p(,t) = po, 

这 里 po ,Vo ,pw 均 为 常数 . 

2) 介 质 界 面 .两 介质 的 界面 可 以 是 气 , 液 、 固 三 相 中 任意 两 个 不 同 相 的 界面 (如 水 ~ 空 
气 界面 . 液 滴 表面 .气泡 表面 .海面 .固体 壁面 等 ), 也 可 以 是 同一 项 中 不 同 组 成 的 界面 (如 
水 -石油 界面 ). 用 上 标 (1) 各 (2) 区 别 两 种 介质 ,用 8g 表示 界面 法 向 单位 矢量 ,由 介质 (2) 
指向 介质 (1). 用 a Me RFRA PRAM PSE BER (n, a, DARA 
FR NOTA SP Be RPE, , 则 法 向 速度 分 量 相等 

| vib = yO), 

此 时 ,如 果 设 界面 由 方程 不 x,t)=0 定义 , 则 由 


d(x + x,t + Bt) = o(è - v} 


phx + xt + 8c) = $(x,t) + hdt + 8, dx; + Oler Sr ]， 
得 界面 运动 学 方程 为 
页 十 加 Vi = 0(8,+ Ve Vb = 0). 

下 面 考虑 动力 学 边界 条 件 . 

对 于 满足 连续 介质 力学 的 黏 性 流体 , 切 向 速度 分 量 要 连续 (和 否则 因 梯 度 无 限 大 、 黏 性 
为 无 限 大 面 出 现 非 平衡 

VU 一 v2, yi) 一 vie, 
同 理 ,温度 也 必须 连续 
TH 一 pe. 

但 不 同 介质 的 密度 可 以 不 连续 . 
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由 于 办 面 宏 观 上 无 限 薄 ,所 以 必须 满足 力 的 平衡 条 件 . SS Bs HE 
力作 用 外 ,还 存在 所 谓 的 表面 张 为 . 田 面 任意 点 所 受 的 表面 张力 位 于 界面 的 切 平 剖 内 , 它 
的 作用 使 界面 尽量 贿 紧 ,从 而 使 界面 面积 最 小 {如 液 滴 呈 球形 ). 考虑 界面 的 任意 条 切 制 
组 ,表面 张力 与 切割 线 垂 直 , 大 小 与 切割 组 长 度 成 正比 ,单位 长 度 的 切割 线 所 爱 的 表面 张 
力 5(NAm) 称 为 表面 张力 系数 , 界面 两 倒 的 表面 应 力 之 差 沿 界面 法 向 的 投影 可 以 写成 

AF=[PV.n- P. n]>n. 
考 虚 面积 为 ds 的 界面 元 在 力 的 作用 下 沿 其 法 向 产生 任意 小 位 移 8n .为 了 方便 ,考虑 界面 
元 中 心 处 界面 的 主 曲率 半径 R 和 R2( 如 果 曲 率 中 心 在 n 指向 的 那 边 , 则 曲率 半径 取 正 
É). 界面 元 沿 两 条 主 切 市 线 的 投影 分 别 为 dil AY dd, AT ds = dd dln. RE dé, 和 di 可 
以 看 成 半径 分 别 为 R AR. ROM. 因此 ,经 位 称 dn 后 ,长 度 di 和 dis 分 别 增 
加 (C8n yxR)d A(n Radis, MBA Msc h 


8s = an(1 + lai È òn a didi, ~ day TAE -g Jèn, 
Sl Ea — (i EF TK A TH 
W=- [(AFason + gås} 
=- [{ar + (E + E ) Jason. 


由 热力 学 平衡 条 件 ( 或 虚 功 原理 ), 必 有 SW =0, 从 面 得力 的 平衡 条 人 忻 为 (不 考 虚 莫 性 力 时 
PARMAR) 
PY .(-9)-— PM. (av) = (F Re. 


P =~ pl +2a(S -3 sE), 


P; 三 一 ps, + 2p sy 一 sag) 
POA EB A AEB A BEE RN 


pD sin na = pP sna, 


uD Wy pu Pa 
np; = sy up, 


1 1 
pO — 2) (6am, — tp) = p@— 2p (s Pnp; zP) ole ya ). 


R, R: 
同 理 , 热 的 平衡 条 件 可 以 表示 为 | 
(。 any” _ (« any” 


ðn on 
Ait, A ESE ST TR F ADRS EA, RRA 
yD = y, 
wna, = ps Pra, 
wi) s Unb: = pes Pabi, 
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1 1 1 
pO 2480, Es) = pl = 24%( apn BaP oh +, 


2 
TD = po (aT) - | ar)" 
"\" On 


K 
an 
对 于 理想 流体 , 黏 性 作用 和 热传导 作用 不 存在 ,所 以 上 述 条 件 退 化 为 
VP = VO, 


l l 
p? = p+ ole + R] (Laplace 方程 ). 


3) 固 体 屠 面 (固体 一 侧 的 值 用 上 标 w 表示 ) .对 于 固体 壁面 ,不 关心 男 壁 那 一 全 的 变 
化 ,只 关心 流体 一 傅 的 变化 ,所 以 { 符 性 ?边界 条 件 简化 为 
a S u oT _ ƏT Cw) 
Y= V=} 7 = T («Sr - Gas 
对 于 静止 固 壁 VO =0. 上 式 中 ,Y= yt”) 称 为 黏 性 无 滑 移 边界 条 件 . 对 于 理想 流体 ,无 滑 
移 条 件 用 滑 移 条 件 V = VO 代替 .理想 流体 的 边界 条 件 可 以 写成 


V = Vir. 

将 该 条 件 代 人 法 向 动量 方程 ( 即 动量 方程 在 法 向 的 投影 ) 后 ,可 以 得 一 压力 关系 式 
ap __ pVr 
Ən R! 


这 里 V, 为 速度 在 壁面 上 的 投影 ( 设 方向 为 rf),R 为 壁面 法 向 nn RAHA) A 
切 向 矢量 r 构成 的 平面 与 固 壁 的 切线 的 曲率 半径 (如 果 曲 率 中 心 指向 固体 一 侧 , 则 曲率 
半径 取 正 值 ). 

4) 上 自由 界面 .对 于 气 - 液 界面 问题 ,如 果 气 相 运动 不 太 强 于 液 相 运动 , 则 由 于 气体 密度 
和 和 狐 性 系数 远 远 小 于 液体 的 ,所 以 惯性 力 、 夭 性 力 引 起 的 压力 及 应 力 变 化 和 液体 的 相 比 可 
以 她 略 , 主 是 流体 一 侧 界面 条 件 简化 为 


syne; = 0, synod; = 0; 


p-2p (sim 一 Fa) = po. 
这 里 po 表示 气体 的 压力 (如 大 气压 力 ), 对 于 理想 流体 ,上面 的 条 件 可 以 进一步 简化 为 
P= po- 

上 面 考虑 的 边界 条 件 属于 物理 上 自然 满足 的 条 件 . 但 作为 数学 问题 ,不 一 定 能 使 用 所 
有 的 边界 条 件 . 以 固体 壁面 为 例 ,我 们 不 能 同时 给 定 壁 面 温度 和 温度 梯度 , 即 不 能 局 时 使 
用 下 面 的 两 个 边界 茶 件 

w QTY aT Cae} 
T= T! («Sr |= (e37) (1.29) 

HE J PER TE 2 EE A TD) EB — A, 

SO DB A ee Or) IR LERIBE), A REE PEO SM RRS A F ER 
所 谓 绝热 条 件 


= 0. 


JT 
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样 ,属于 未 知 数 . 有 了 绝热 条 件 和 其 他 针对 速度 的 条 件 ,流体 内 部 的 参数 都 可 以 求 出 来 ,有 有 
了 流体 内 部 的 温度 ,壁面 温度 按 条 件 S =0 就 等 于 靠近 壁面 的 内 部 流体 温度 . 如 果 间 时 
义 给 定 小 面 温 度 ,那么 问题 变 成 起 定 的 
如 果 固 体 表面 温度 是 给 定 不 变 的 (习惯 上 称 等 混 壁 ) ,那么 只 能 采用 下 面 的 条 件 
T 一 
如 果 图 体 属 于 绝热 材料 ,那么 一 般 可 以 采用 绝热 条 件 , 如 果园 体 导热 性 能 特别 好 , 则 
可 以 采用 等 温 条 件 , 实际 上 对 十 许多 上 程 问题 我 们 感 兴趣 的 是 速度 和 压力 分 布 , 流 场 变化 
与 壁面 温度 关系 不 太 大 ,此 时 采用 等 温 条 件 和 绝热 条 件 均 可 ， 

如 果 需 要 确切 考虑 温度 条 件 ,那么 必须 将 描述 流体 运动 的 基本 方程 与 固体 中 的 热 伟 
导 方程 联 立 求解 . 此 时 必须 同时 使 用 (1.29) 中 的 两 个 条 件 .本 书 其 他 部 分 还 会 详细 讨论 在 
计算 流体 力学 中 如 何 正确 地 使 用 边界 条 件 . 


1.3 N-S 方 程 的 特殊 形式 


1.3.1 动量 方程 的 其 他 形式 与 应 用 


将 连续 性 方程 (1.20) 两 端 乘 以 速度 矢量 ,将 动量 方程 (1.21) 与 由 此 所 得 的 方程 相 减 
得 
pO toV VV = fT. (1.30) 


即 


从 场 沦 得 知 
7 全 = 【ww VIV+VXCV x 了) 
将 上 式 代 入 (1.30), 两 边 同 除 以 密度 ,并 考虑 到 旋 度 定义 os VX Vi Sa eH 
=P KTR 


ƏV o V -flv. 
a YX P, (1.31) 


AFAR AR BE RRR PF Bo a. 
“1.3.1.1 旋涡 的 动力 学 性 质 


A PECETA ,IE 压 (好 密度 只是 压力 的 函数 ) ,而且 外 力 有 势 { 即 外 力 等 王 基 标量 
哨 数 的 梯度 ) 流 体 , 话 涡 有 - 些 特殊 动力 学 性 质 ,可 以 通过 动量 方程 来 研究 , 对 于 理想 流 
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体 ,动量 方程 (1.30) 可 以 写 为 


DY __ 1 
it = o VP t Se 


又 根据 正 压 流体 很 设 和 和 外力 有 势 ,得 如 下 关系 式 


l dp 
~vp= viH, =|, 
po? j 


f=. 
因此 动量 方程 可 以 进一步 简化 为 
DV 


Dr = V-I. (1.32) 


1. FRX (Kelvin) EB 
MEY LE aes Pa Mg J Pa IPIE OA a AE TT a) HR, 


即 了 = 
前 面 已 经 知道 ,物质 线 速 度 环节 (速度 物质 线 积 分 ) 的 随 体 导数 有 如 下 表达 式 
Dr — D . žo DY : 项 
De -B$ yv dL = L Dt dL . 


将 动量 方程 (1.32) 代 人 得 

Dr = 

Dr = f .vis -1) " dL. 
Ei A 为 由 物质 线 上 * 张 成 的 任意 连续 曲面 , 则 由 斯 托 克 斯 定理 得 


DD _ f væ- m dL“ =| v x [| VC® - H)]> ndA. 


从 矢量 分 析 知 ,任意 梯度 的 旋 度 为 0, 即 VV x (V(@ ~ 7) =0. At 


Dr _ 
De = 0 


于 蚌 定 理 得 证 . 
2. 拉 格 朗 日 定理 (旋涡 不 生 不 淡定 理 ) 


如 果 在 某 时 刻 某 部 分 流体 无 旋 ( 或 有 旋 ), 则 在 其 他 时 刻 这 部 分 流体 仍 保持 泡 旋 (或 有 
We). 
ABR A BL CARS) (RB IRAR Jo A SR A A BE BI) AE IE RERS. 
在 该 部 分 流体 中 任 到 一 连续 物质 曲面 A, 它 的 边界 “为 物质 线 ( 即 所 考虑 的 物质 曲面 是 
由 这 条 封闭 物质 线 张 成 的 ), 由 速度 环 量 定义 人 = È | vaL REWE I= f o 
ndA 和 斯 托 克 斯 定理 得 
=f, 


FR TPR SCE DOR BAL, 因此 T ERRARE AE. 由 于 初始 时 刻 有 [= Jæ 
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ndA = 0, 因 此 对 于 任意 时 刻 都 有 了 = 0, 3h ERE eh AE BEPE, BRT CE tH Ha 
H w=0. 

上 上 面 的 证 明 没 有 考虑 时 间 的 方向 性 ,因此 所 说 的 任意 时 刻 也 包括 以 前 的 时 刻 .很 设 对 
主 某 部 分 流体 在 某 时 刻 是 无 旋 的 , 则 该 部 分 流体 在 以 前 的 时 刻 也 无 旋 , 因 此 有 旋 流 体 到 了 
以 后 的 时 刻 不 可 能 变 得 无 旋 . 


3.Helmoltz #~ EB (RA. AH , 涡 管 保持 定理 ) 


TE ET AE AA E GR E . 渴 管 /的 流体 质点 在 其 他 什 意 时 刻 也 永远 组 成 渴 线 ( 渴 面 ， 
RE). 

EBA Sa EY. ee BA S, E LAE A E TE A EE A ERE wn 
= OG 22 RHE). HT AA, ARARA 王 . 根据 开尔文 定理 ,有 有 


| ond’ = | onaz = 0, 


因 涡 面 是 任 取 的 ,所 以 上 出 是 任意 的 ,所 以 在 于 上 必 有 ww, 一 0, 即 SEB. RIE 
明了 涡 面 保持 定理 .由 于 涡 管 是 涡 画 的 特例 ,所 以 由 涡 面 保持 定理 证 明了 涡 管 保持 定理 ， 
对 于 澳 线 , 可 以 看 成 是 两 个 涡 面 的 交 线 ,出 涡 面 保持 定理 ,构成 该 交 线 的 流体 质点 在 其 他 
时 刻 仍 在 两 涡 面 上 , 芭 仍 为 新 时 刻 两 涡 面 的 交 线 ,从 而 仍 为 涡 线 . 因此 涡 线 保 持 定理 得 证 ， 
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涡 管 强度 在 运动 过 程 中 保持 不 变 . 

这 是 因为 , 涡 管 强度 等 于 通过 涡 管 任 一 机 截面 的 涡 通 量 . 根据 上 面 定理 ,该 涡 管 在 任 
意 时 刻 仍 由 同样 的 流体 贰 点 组 成 .根据 开尔文 定理 ,对 于 由 同一 组 质点 组 成 的 曲面 涡 通 旱 
不 随时 间 变 化 ,因此 涡 管 强度 出 不 随时 间 变 化 . 

上 面 给 出 了 理想 正 压 有 是 外 力 有 势 流体 旋涡 随 体 (质点 ) 变 化 的 三 个 主要 定理 , 即 旋 消 
不 生 不 灭 定 理 , 涡 线 保持 定理 , 涡 管 强度 保持 定理 .从 上 可 以 看 出 ,流体 运动 的 旋涡 性 是 永 
远 保 持 的 , 即 无 旋 则 永远 无 旋 , 有 旋 则 永远 有 旋 . 对 于 有 旋 运 动 ,组 成 油 线 . 涡 管 的 质点 永 
远 组 成 涡 线 . 涡 管 ,好 像 流体 质点 冻结 在 涡 线 上 随 涡 线 一 起 运动 ,同时 在 运动 过 程 中 涡 管 
强度 也 你 持 不 变 . 因 此 ,旋涡 随 体 变 化 的 最 主要 性 质 是 保持 性 或 冻结 性 .但 这 些 特 性 是 在 
许多 假设 下 成 立 的 , 千 万 不 要 推广 到 昔 性 流体 、 斜 压 流 体 或 外 力 无 势 的 流体 中 去 . 正 压 流 
体 (如 等 混流 体 或 绝热 流体 或 不 可 还 缩 流体 ) 和 外 力 有 势 (如 重力 场 中 ) 的 情况 较 常 出 现 . 
但 任何 流体 都 是 有 和 莫 性 的 ,所 以 不 存在 真正 的 理想 流体 .此 时 前 面 定 理 在 灰 性 影响 与 涡 量 
强度 相 比 较 小 的 情况 下 还 是 有 意义 的 . 


1.3.1.2 动量 方程 的 积分 


考虑 理想 .正比 .外 力 有 势 的 流动 , 首先 , 写 出 理想 流体 的 兰 姆 - 柯 罗 米 柯 形 式 的 运动 
方程 
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ov nae _ i 
ot Vt +(VXVIXVSF FVE. (1.33) 
Ay Sh 75 47 AG 
五 = 也 外. (1,34) 
由 正 压 流体 假设 to= ptp)) 得 
Syp = VH. (1.35) 
XE- Jot: 
43K (1.34) 81. 3S RA ot BO E11. 33) 0 a FEE EE ShHA RHE 
Weg Els as+e)ls(vxvyxv=0. (1.36) 
对 于 有 旋 流 动 , YX 天 0. 考 虚 定 常 流动 .十 是 动量 方程 (1.36) 可 以 写成 如 下 形式 
vt eB) xv. V-0. 


ATES AGERE A RET, RI AR PAD Eh LR ER ag = 


whee 


(上 ve +H+d)+s (9X VX V) =0. 
AVX VxXV5V EAR ARVO X VX VY) =0, ray 


s(t 5 + 9j= 0 
将 上 式 积 分 后 便 得 伯 努 利 积 
| YT +o = C(y). (1.37) 


这 里 CHa BUSPAR, CHE A Ae I — EN OR F 
不 可 压缩 流体 { 卫 — | OP = 2) ,如 果 忽 略 重力 , 则 伯 努 利 积分 简化 为 


| ye = Cl). 
AE LAC As Ja), BE AE FR LL SRA Aa hia, Epit 
上 表面 的 气流 比 下 表面 的 快 ,从 而 上 表面 压力 小 ,下 表面 压力 大 ,产生 静 升 力 .这 就 是 伯 努 
力 方 程 在 近代 航空 史上 的 基本 应 用 . 
对 于 无 旋 流 动 ,Y x Y=0, 并 且 存 在 速度 位 %, 满 足 V= 宁 #$, 于 是 动量 方程 {1. 36) 可 
DATS RA bP Hee 


v (24 iy ++ o}= 0, 
于 是 , 括 导 内 的 函数 与 空间 坐标 无 关 ， 时 多 只 二 时 间 的 函数 ,因此 得 下 而 的 拉 格 其 中 积分 
o¢ IVI 


ag t t+ = fle). (1.38) 


第 一 章 流体 力学 基本 原理 " 39. 
这 里 (2) 为 时 间 的 枉 意 消 数 .对 于 定常 流动 ,上 式 可 进 -… 步 简化 或 下 面 的 伯 努 利 - 拉 格 户 
日 积分 


[上 + 由 = CC (1.39) 
这 里 C 为 常数 . 
如 果 流 体 密度 处 好 为 常数 且 奸 力 为 重力 场 , 则 上 式 简 化 成 
IV} p 、 
十 o + gz = C. 
这 里 g 为 重力 如 速度 ， 


1.3.1.3 涡 动 力学 基本 方程 


对 兰 姆 - 葛 罗 米 柯 方程 (1.31) 歌 旋 度 ,利用 向 是 公式 
VX(ox V)= (V+ Viea-(o:- V)V+@wl¥ -V)-VIV- wm), 
和 对 任意 标量 上 和 任意 矢量 ea 成 立 的 恒等式 
V «x (V6) =0,V °(V xa) =0, 
便 得 旋 度 所 满足 的 方程 


ar tV Vo=@-VV-@v V+ OXF + 7x(L7 .Pp). (1.40) 


将 上 式 右边 第 二 项 移 到 左边 和 和 原 左 边 第 一 项 合并 ,得 
St VV) =o V+ UxXR + 9x (59 P), (1.41) 

这 就 是 涡 动力 学 的 基本 方程 ， 

对 于 和 牛顿 流体 ,在 斯 托 克 斯 候 没 各 和 藕 性 系数 为 常数 的 情况 下 

Vv -P=-Upt pAV4 ERV(V -V), 
HAA 
1 ol 1 Zyl D S 

vx (S72)= V z xVpt a” x(Vp)=V¥ o XVp= pve xX Ve. 

因此 滑动 力学 方程 简化 为 
20 


Vo w- TV ive Yp+V XF, 


+Vx Pave di9(7- VW)]. (1.42) 
进一步 如 果 密 魔 为 常数 , 则 
1 
YoxYVp=0, 
o? e P 
VX (WAV) = Ao, 


xy WV) = eT x(0-V)=0. 
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因此 对 于 不 可 压缩 密度 均 名 分 布 流体 , 涡 动 力 掌 方程 为 
dw 


BY (avi =o VV FTV XE. +vô^o. (1.43) 
Xt J BEBE Ae Hy IEM itk, ROBE Sh Hy BS, I) 
e= 0, 
下 ,二 一 pop VF x F, = 0, 


p= ple)>Vex Vp =0. 
相应 的 涡 动力 学 方程 称 为 诡 姆 替 兹 方程 ,可 写 为 


da 。 -= wm: 
a tv (oV) =o°-vV. 


考虑 黏 性 系数 为 常数 的 情况 ,将 动量 方程 写成 下 面 形式 


DY I ji 
一 ”二 -一 A 一 。 , 
Di pYPtF+» 8 本 VCVY V). (1.44) 


于 是 对 于 由 封闭 物质 线 L 定义 的 速度 环 量 ,有 
at = f e dL" >. Ivo dL” + f .ev + $v ev) |- aE”. 
(1.45) 
EAH aD ETENEE. 

下 面 以 方程 (1. 和) 为 例 考 察 各 种 因素 对 涡 运 动 的 影响 . 

1) 左 端 第 二 项 表示 因 对 流 对 涡 量 变化 的 影响 ， 

2) 右 端 第 一 项 表示 因 流 体 的 变形 引起 的 光量 变化 .这 种 变形 包括 纯 变 形 和 旋转 运动 . 
拉 伸 或 压缩 变形 运动 使 得 想象 的 涡 管 变 细 或 变 粗 ,从 而 使 得 汝 量 强 度 增 加 或 减 小 . 旋转 运 
动 使 得 想象 的 涡 管 改变 方 向 

3) 石 端 第 “项 表示 和 斜 压 流体 因 密 度 和 压力 梯度 方向 不 一 致 的 影响 ,对 于 密度 分 层 的 
大 气 ,如 果 压 力 梯度 方 同 与 分 层 方向 不 三 直 , 则 有 涡 的 产生 .赤道 国家 贸易 风 就 是 这 种 机 
理 产 生 的 .由 于 太阳 照射 强度 不 同 ,在 同一 高 度 ,赤道 温度 比 北极 温度 高 ,从 而 赤道 密度 比 
北极 低 .另外 ,在 同一 地 点 ,高度 越 大 ,空气 越 稀薄 ,所 以 既 存 在 由 赤道 向 北极 的 密度 增加 ， 
又 存在 由 高 空间 地 面 的 密度 增加 ,于 是 密度 梯度 由 上 朝 下 由 炎 道 指向 北极 . 面 同一 高 度 压 
力 相 等 ,高 度 增 加 压力 减 小 ,所 以 压力 梯度 指向 地 心 , 于 是 密度 梯度 和 压力 梯度 均 在 同一 
平面 内 ,并 且 有 :Vpx Vp=cn,c>0. 这 里 nn 指向 西方 .进一步 分 析 表 明 ,在 地 球 北半球 
表面 ,贸易 风 应 该 自 东 北向 西南 哆 ， 

4) 右 端 第 三 项 为 有 旋 质 量力 场 影响 .例如 旋转 参照 系 中 的 柯 氏 力 能 使 流体 微 团 旋转 ， 
产生 潢 量 .如 果 质 量力 有 势 , 如 重力 场 , 则 不 产生 涡 量 .事实 上 ,由 于 地 球 自转 ,自转 角速度 
与 上 面 介 绍 的 (地 球 表 面 ) 贸 易 风 相 看 作用 产生 的 柯 氏 力 将 进 一 步 影响 贸易 风 , 现 在 将 坐 
标 取 在 地 球 上 ,速度 v., 为 相对 地 球 表面 固定 点 的 速度 . 此 时 体积 力 改写 为 ( 见 1.331 

F= g-a, - 2 X v,. 
这 里 g 为 重力 加 速度 ,a, 为 牵连 加 速度 ,mw 为 地 球 自 转角 速度 ， 由 于 不 考虑 坐标 原点 和 角 
速度 随时 间 的 变化 ,所 以 
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a,=aX(@xXr) =- wr =- V{ 507]. 
BD a #6 Ds BEST AV AY HAE ya Be or A a ie a SEO APY. 5 
E 一 一 Ver), 
所 以 
DP _ 


l * 
loox Tn) 一 2 中 V,)- 
Dr a O° ox p)enda 2$ (@ x edb, 


KA a Bird SAS ~ BE Mal FT A Sey A Hh EA Se AE 


DE =-2b (ox Vv) «db = 26(V, x ø) db’. 


我 们 知道 o 由 南极 指向 北极 ,而 因 贸 易 风 引 起 的 V, 在 地 球 表 面 上 指向 南方 ,所 以 V, x 
co 必然 由 东 指 向 西方 ,因此 如 果 L” 为 筷 直 于 地 球 自转 轴线 的 圆 ,走向 为 自 东 向 西 , 则 


DP 
D; > Oo 


国 此 ,风速 有 一 个 自 东 向 西 的 分 量 . 
5) 右 端 第 四 项 表示 因 黏 性 和 涡 量 分 布 不 均匀 引起 的 涡 量 扩散 . 它 类 似 于 热 的 扩散 , 考 
感 孤 立 泣 丝 , 其 周围 的 速度 分 布 为 


Velr,b,t = 0) = z Vlr, =0) = 0. 
由 于 初始 场 的 对 称 性 , 流 场 在 任意 时 肇 都 满足 如 下 条 件 
V. = V, = w, = wp = 0. 
相应 的 涡 动 力学 方程 可 以 简化 为 


3ox _ (Za + 1 Ses) 
a hae ror 


除外 r= 二 0, 上 述 方程 的 解 为 


显然 当 to ,有 ow, 0. 

根据 前 面 的 分 析 ,如果 流体 没有 壬 性 而 且 流 场 首先 没有 涡 的 存在 ,那么 只 有 可 能 在 斜 
压 流 体 中 或 者 存在 无 势 的 体积 力 时 才 有 可 能 产生 涡 ， 

其 实 还 可 以 定义 一 些 新 的 物理 量 来 研究 涡 运 动 . 例如 可 以 定义 拟 涡 能 o =A wi 
涡 动力 学 方程 点 乘 旋 度 , 便 得 拟 涡 能 的 方程 .例如 ,将 记 姆 填 兹 方程 点 乘 旋 度 后 写 为 


Ow; 十 y Ow, = ƏV, + Fwi 
w; Di wW Vj ar, = wean; Oa; Meh; ODLOT, 
1 
Dit |= vi P Zo Dw Je; (1.46) 
D2 CM [> OM or j ” orar, ” Ər, Ar, l 


LAGRAR TER MLE oh Rn r AR. 
还 可 以 定义 螺旋 度 HC: BE ES EE alial = View, HO) = | Veodv. 将 
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管 是 否 能 破裂 或 在 空间 打 结 ,从 而 改变 拓扑 结构 ,可 以 通过 螺旋 度 的 变化 来 研究 .这 是 内 
A ARGS A , 旋 度 与 速度 的 点 积 反 映 了 涡 管 对 运动 流体 的 跟随 性 . 可 以 
HEAR ,在 无 限 空 间 中 ,对 于 两 个 下 不 连接 的 渴 坏 ,螺旋 度 为 0; 对 于 两 个 相互 连接 的 涡 环 ， 
螺旋 度 不 为 0. 因 此 ,螺旋 度 是 润 的 拓扑 结构 的 衡量 . 如果 螺旋 度 不 随时 间 变 化 , 则 表示 滴 
结构 的 帮 扑 性 质 不 变 。 可 以 构造 蝶 旋 度 的 方程 ,证 明 对 于 理想 、 正 压 和 和 寻 力 有 势 时 , 媒 族 
度 不 随时 间 变 化 ,因此 拓扑 结构 不 变 ， 


1.3.2 能 量 方程 的 其 他 形式 一 一 内 能 方程 、 
UE TF Re Ka Fe SH 


Hi i SE ED |. 20) RC ER A BAL. 2D Be 
的 方程 相 减 得 


p BY = of. + VP 
BUAR V 得 动能 所 满足 的 方程 
Pp, ~OV At Ve YY PP (1.47) 


HEET TEC. 20) PR A BF te FR. 22) h e RAA 
减 得 
DE _ . 
Phy = fe Vt VV P)+ +V (VT). (1.48) 


用 (1.48) 减 去 (1.47) ,并 利用 关系 臣下 e+ 1 V2 , 便 得 内 能 所 满足 的 方程 


p= VV P-V (YP) ++ Y (YT). 
由 张 量 关系 式 
YY P= VV: P+V-(V-P), 
所 以 上 式 也 可 以 写成 
pa oV- Ve= VV PHY YT), 
这 里 
ay, 
VV: P= anf? 
-1/3V: , ƏV 1/2V: 3V), 
= AES + 和 + AES -SP 
= Py + asPy. 


由 于 a, EIPK, Py 是 对 称 张 量 ,所 以 a,P, =0. 从 而 
VV; P=S:P,S = (s,). 
因此 ,内 能 所 满足 的 方程 可 以 简写 成 
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p% toV- Ve= Si P+ mt (YT) (1.49) 
利用 连续 性 方程 ,上 式 也 可 以 写成 
DE + + (pWe) = $2 P+ pg + T+ YT), (1.50) 
AY LA ak BB 
S:P=-pV¥-+V+pn(V-VP4o. 
这 里 


© =- 2a(V -V)?+2n8: 8. 
Fy Ba TEE PR TA AL , PT Pe Be a HB, FA BR EH A. 一 般 情 况 下 忽略 第 二 
BATE A BE WA PERERA RA TRER 
b= p[ (2¥2 Y a (2a, BMY, (BM, ov) 


ar 3 Oxo Ox 1 Ot 3 ary ar; 
+ Ef (221 F a (Be May? (a BMV) 
3 A Or] ars Ər Oxr3 Or Ory ` 


A, WORE ARATE ,那么 耗 散 函数 为 零 或 为 正 . 

在 常 漫 下 ,内 能 可 以 与 温度 按 e = cv 联系 起 来 ,因此 从 内 能 方程 也 可 以 得 温度 方 
E. 传 热 专业 习惯 使 用 温度 所 满足 的 能 量 方程 . 对 于 传 热 问题 ,压力 所 做 的 功 和 和 猪 性 耗 散 
作用 与 热传导 作用 相 比 往往 可 以 忽略 ,从 而 能 量 方程 经 常 写成 

ote VT = 0+ EV. (VT). (1.51) 
icy 

AGE Me SE 3 AE he + p/p ML YALE EL AEH CH 

PEETI CANES XEBE E DAH He BRA TAE BR. AVF 50) SR EH 


Əh g . (ovh) = BE ttv. (KVT)+ È. (1.52) 


这 里 p 与 燃烧 和 对 流 换 热 相 比 往往 可 va, 
ann 传 给 该 流体 …… 定 的 热量 SGQ , 则 引起 流体 的 内 能 增加 de 并 引 


起 流体 的 体积 增加 .流体 因 了 膨胀 对 外 界 做 的 巧 为 pal, | -根据 热力 学 第 一 定律 有 


8Q = de + pd 7 
用 关系 式 8@ = TdS 定义 流体 的 精 S. 再 根据 热力 学 第 一 定律 便 得 
as = É + fa. (1.53) 
对 于 完全 气体 ,有 有 
S= | 人 7 -去 - p = [oydinT - Ring. 


进 - - 步 如 果 cy 为 常数 ,有 


S = cylin d +C. 
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这 里 C 为 常数 ,一般 令 CE. 
pt 1 
ALR ER MA V=—" — MXRRA. 53), 8 


DW 1 
6 
1 
an De 1 D 
oT D =p tP Dp Pep, tev: 
Ë 
ARAFE 4DRA CAEH E 
PTPS wt + VVT), (1.54) 


BERJA ER ML RETR AE E> MEYE- HE, ERARA AA 
OM S*. BARERA CAER TER, MARAE TFT), 由 关系 式 
(1.54) 得 


a’? De 一 T 
-人 So rr (a 
-全 wo a f, (EE) naa 
由 于 考虑 的 是 孤立 系统 即 考虑 绝热 边界 ,所 以 上 式 最 右 端 的 通过 边界 的 热流 量 应 该 为 零 . 
因此 有 


DS ip” | (24% EDan 
fi 
下 


由 精 增 庶 理 得 
|. p PLU > 0. 
因此 必然 有 “>0 A >0. 于 是 藉 性 系数 和 热传导 系数 为 正 是 热力 学 第 二 定律 的 必然 结 
类. 正 因为 这 些 耗 散 系数 为 正 , 才 使 得 流体 力学 的 基本 过 程 属 于 不 可 逆 过 程 . 
塘 必 须 增 加 或 为 零 这 一 条 件 在 计算 流体 为 学 的 理论 中 有 重要 应 用 ( 见 第 三 章 }. 有 趣 


的 是 ,计算 流体 力学 基本 理论 中 用 的 丧 与 这 里 的 彤 反 了 -个 符号 ,从 而 计算 流体 力学 的 理 
论 工 作者 会 说 , 炳 应 该 减 小 而 不 能 增加 ， 


1.3.3 非 惯性 坐标 系 中 的 方程 


对 于 其 些 问题 ,将 坐标 系 国定 在 某 运 动物 体 中 更 方便 .特别 地 ,在 静止 坐标 系 中 的 非 
定常 运动 , 叫 能 相对 某 运动 坐 标 系 属于 定常 运动 ,因此 将 坐标 系 固定 在 运动 物体 上 更 简 
单 .研究 绕 飞 行 器 的 流动 ,可 能 将 坐标 系 固定 在 飞行 器 上 更 自然 .研究 绕 地 库 的 流动 时 ,将 
坐标 系 固定 在 地 球 上 随地 球 一 起 转动 更 恰当 . 
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1.3.3.1 如 速度 分 解 


运动 坐标 系 x, 与 绝对 坐标 系 x 之 间 存 在 相对 运动 { 平 动 xo(+) 和 转动 Q(t) 
ty = talt) + Q, 
一 般 属于 非 惯 性 坐标 系 , 因 此 在 偏 微分 方程 中 体积 力 应 该 包含 惯性 力 - a ,a 为 质点 相对 
4X} PRN A EMRE SSRIS. 
Jat SK) CAE RTP a AB ts AIEE V, 和 (相对 于 运动 坐标 系 的 ) 相 对 速度 V, 之 
闻 存 在 关系 式 
V, = V, 十 YY.. 
HV, 为 牵连 速度 , 设 Yo 为 运动 坐标 系 原 点 OCDE BRM ERE 为 该 
运动 坐标 系 以 其 原点 OA AMEE i) oA EE A 
Y. = Vot Qü xr. 
这 里 ,r 为 质点 相对 运动 坐标 系 原 点 的 矢 径 ， 
质点 的 绝对 加 速度 ( 即 在 绝对 坐标 系 中 的 加 速度 )a。 与 相对 加 速度 ( 即 在 相对 坐标 系 
中 的 加 速度 )a, 之 间 存 在 如 下 关系 式 
a,—d4,+1@,+ a, = a,+ 4, 
a= l, +a. 
这 里 a 为 迁移 加 速度 ,a AWYR iE: 
de = Volt) +e ETET x(a xr), 


a= 22 x V,. 
这 里 
fa = 9 为 角 加 速度 ， 


de 
vot) = EYO y RAR RRE, 


Qa) r 为 切 向 加 速度 ， 
QXR r) AL MRE, 
20x VA CADRE 


1.3.3.2 流动 参数 及 其 微分 运算 的 基本 变换 关系 式 


对 满足 客观 不 变 原则 的 标量 多 = 《x,t)( 如 密度 、 内 能 .压力 ,温度 ) .对 速度 矢量 V 
=Vix, 1) AM DRE P= P(x, t) ,在 运动 坐标 系 中 分 别 记 为 由 = 风 ( 人 V, = V, 
(x, ,和 P, = P,(x,,t). 这 里 ,对 流动 参数 的 下 标 r 和 对 微分 算 子 的 上 标 ， 表示 是 相对 


运动 染 标 系 (这 是 为 了 这 里 的 区 别 ,不 用 区 唱 时 可 以 省 略 下 标 ). 例如 ,Di = 2 + vy, 
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d 


Erk 


VO, 90 sef 52 表示 在 运动 坐标 系 中 的 微分 . 于 是 质点 的 绝对 加 速度 a DB , 相 


pio? V, 
De ' 


对 加 速度 a, 为 
Ae RNS top SE BR 
Ta = Loi l Qi; = Tal E t), 


t = t= ilt), 


对 于 应 力 张 量 ,根据 客观 不 变性 原则 ,有 
Pry = Qaim » 
Hf PG TAR LL ef e ,得 
pe = Quel PQs” 


从 坐标 变换 有 
€ = QEP en = Ane; 
因此 
et™P fs” = OP imen. 
MERTER P A H EREE MAk BS 
P, =P. 


对 于 任意 标量 由 ,有 
2$, _ Sf dra, | ob Oty 


VS Br T Oxy Ore + Br, Bx 
_ oF 
一 Brut 
对 于 满足 客观 性 原则 的 标量 6-4: 
Ve = Vg, 
对 于 速度 有 
VV = VV+yv+Rxr) 


= V:(¥V,+8x7r) 
Vs r=} 


= V-V = VO. y, 
对 于 满足 客观 性 原则 标量 的 质点 导数 ,有 
#{x,t)= $ €x,(x,2),2,(2)), 
of _ of, 
Ox; ~ ar 


at ap, drn + D$. 
Ot Bru Of, at,’ 
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Di_ Əs, y as 
Dr ot Ox, 
_ oF, fk (Sr 
= Be * ax, Var, + SM 
_ af, of DS, DIS, 
T at, Oz, 7 Det, D’! 


于 是 得 到 了 下 面 的 几 个 基本 变换 公式 

“对 于 任意 标量 p MAKE P RNA 

vg = V4, 
P, =P. 

* 对 于 速度 矢量 和 满足 坐标 个 变 原 理 的 标量 % AKEP, A 
V8 = VE, 
V.°V,=V-°V,V,Y, = VV, 
V,- P,=V:P, 


Dy, D$ 
Dr ~ Dt’ 


1.3.3.3 非 惯性 坐标 系 中 方程 的 推导 


推导 非 惯 性 坐标 系 中 的 方程 有 两 种 方法 :直接 法 与 间接 法 ， 
A) 直 接 法 就 是 直接 在 非 惯性 坐标 系 中 构造 方程 . 与 惯性 坐标 系 相 比 ,多 了 惯性 力 强 
BE 
-a =— |a, +a). 
Rt ,静止 坐标 系 中 的 所 有 推导 仍 成 立 , 由 此 得 的 方程 与 静 业 坐标 系 中 的 完全 一 导 , 只 是 
把 体积 力 强度 项 f, MRF -f.-a=f,-a,-4,.. FRANK SREB RAZ 
动 坐 标 系 的 坐标 与 速度 . 即 运 动 方程 可 以 写成 


pin 
De + pr¥ t V, = (, 


Dey, 
& Dr 
DYE, 
P De 
B) 间 接 法 就 是 先 在 静止 坐标 系 中 写 出 方程 .然后 利用 坐标 变换 将 方程 推广 到 运动 坐 
标 系 中 ， 
先 将 静止 坐标 系 中 的 动量 方程 写成 


DV 
OP, = hie t+ Vo Pe. 


= pF+ VO P,, 


= pF. V,+ WV (V, P,) + pg 4+ V+ VOT), 


OY a, 为 绝对 加 速度 .将 a =a, ta, ta RAER SPAR P=V0-P,, 4 
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DPV, 
Pr Tt 


= pF +70. p, (1.55) 


F=f,- a = fu a, — a. 
利用 基本 变换 公式 ,可 以 很 容易 地 从 静止 坐标 系 中 的 质量 守恒 方程 推 得 运动 坐标 系 
中 的 方程 
tr} 
DA g VOD V, = 0. (1.56) 


能 量 方程 的 推导 也 不 复杂 .首先 必须 注意 到 总 能 作为 标量 并 不 满足 客观 性 原则 , 它 在 不 同 


DPE, -De Ve y, ) 
Dz Dr 7 
7G FB BBE p 利 内 能 e REMEE =e, p, =p) PEKA 
DO pe, _ Dæ 
De De` 
Fa 5h REN Bt E. SSAA A eT EV, ,得 


py”? ( 
Pr Dz (4 Vy, “Vi |= oF: V. +(V on Pp). V,. (1.58) 


Sh, Be BU THE A A RE E 
De 
° Di 
加 上 基本 变换 公式 得 
p” )e， 
De 
将 方程 (41.59) 与 (1.58) 相 加 ,并 注意 到 (1.57) , 便 得 能 量 方程 


DPE, 
Or py = OE Vea VO (V, P,) + pg t VO VOT), 


1.3.4 直角 坐标 系 和 柱 坐 标 系 中 微分 方程 的 分 量 形式 


将 流体 力学 方程 写成 如 下 的 向 量 形式 


(1.57) 


=VV:P+V- (eV T) + og. 


= VY, Pt VO +e VOT) + pog. (1.59) 


2 Y. (pV) =0, (1.60) 
Yay, (oY V) = pF +V7- P, (1.61) 


SEE L Y. (pVE) = pF- V+- (VP) eat TeV). (1.62) 


如 果 是 运动 坐标 系 , 则 RRO BE AB fs REIT., 
上 面 的 方程 形式 与 坐标 系 无 关 . 将 速度 分 量 . 散 度 等 展开 成 分 量 形式 时 ,需要 用 到 具 


第 一 章 ”流体 力学 基本 原理 ‘9: 


体 坐 标 系 中 的 分 基 与 散 度 表达 式 . 
1) 直 角 ( 笛 卡 人 水) 坐标 系 (x,y,z). 此 时 速度 的 三 个 分 量 记 为 (u,v,w). 任 意向 量 中 
BY BABE 


api , ob. 4 Obs 


v= 


ar * By * Bz 
FETE 3} BI AT AS 
Se + G q See p Oe = 9, (1.63) 
bet bet ope p OF OR + oe + + ors, (1.64) 
rt Be + re Out = Fy + Fh + EB Se, (1.65) 
bet Bes wo + Ogu ops + Ss e+ + Su, (1.66) 
oe + Spat: + 0 A + ee - oluF, + vF + wF) + po 
+ a, (uPu + vPiz + wPy3 + x SL) 
+ s ( uP2y + Po + ws; + « S1) 


+ 5 (uPa + Pat wPa +e OF ) (67) 


2) 柱 坐标 系 (x ,68,z), 此 时 速度 的 三 个 分 量 记 为 (V, Va, VL) ERAS OKO 
(=P, pV Y) 的 散 度 分 别 为 


1 or?) 1 3g 3$, 
r ar + r ag + 
. — 1 drh, 1 dQ ot). Se ) 
V o= (4 Br 7 + a6 + Oe rh 
+ ( 1 Ore |， 1 Ia | Qe p Qe Je 
r or r 38 Oz r fe 
1 ork 1 a | DQ. = | 
+ | r or + r of az 及 


= 


EO SIAN. 
.1 3 reve 1 OpVs ƏV- 
oP r Or +r a t a ~ (1.68) 
ap 人 , 1arpV.V, | 1 BpVeV. | aV.V, 
OL ro r r aé Oz 
_ pV3 Tarpr 13Pe dP, Pg 
or + pF, + r or t r 88 Ər r’ (1.69) 


ƏpVa 4 | droVv, Ve 4 i opVeve | apy, Ve 
ot ror r Tr Oz 
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pV -Va 


orP P ƏT, P 
=- OMAN e pr Orie 1 oPg | oe | rd 


S r 86 Br or? 


pV, n 1 oreV,V, y 1 aevevz | PV, Va 
ar rr Ər F od ar 


{1.70} 


- Lor, | 1 Pa SPa 
= eF, + Br | ry 00° Or? (1.71) 


r 


apE | LoreVE 1 SpVeE opV,E 
öt ro o r o¢ Or 


= (VF, + VaFa + VEL) + o 


+t, (VP, + VePs + VP te So) 


io 
+ L E| VP + Vabw + VeToe + K | 


2 ƏT 
+2 [VPs + VP + V Pa te 3 J. (1.72) 


TERE AB ED RD A PR DDL , 称 为 轴 对 称 流 动 , 即 所 有 物理 量 对 8 的 篇 导数 为 
0. 进一步 如 果 Vs==0, 则 称 为 二 维 轴 对 称 流动 ,相应 的 方程 为 


a oe (1.73) 

i, |， 1 AAi a oF. + l Pe + Pes, (1.75) 

+ +d eee 2 o(VF, + VFL) + 99 (1.76) 
yi Lef, (VP, + VP. te SE) 


ar (1.77) 


+32 (VP. + VP. + eo 
利用 同样 道理 ,读者 不 难 将 球 坐 标 系 中 的 方程 写 出 来 
计算 用 的 方程 需要 用 到 计算 坐标 系 , 它 可 以 是 任意 曲线 坐标 系 ,而 且 坐 标 可 以 随时 间 
变化 .计算 坐标 系 中 的 方程 将 在 第 二 章 介绍 ,在 第 三 章 分 析 . 


oF xX mw 
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第 二 章 ”流体 力学 方程 的 计算 形式 与 封闭 模型 


流体 力学 基本 方程 需要 写成 一 些 特 殊 形 式 才 方 便 构 造 拭 法 .进行 分 析 和 计算 ,并 可 能 
需要 补充 一 些 方 竹 或 修改 方程 后 才能 求解 .在 连续 介质 力学 范围 内 ,总 是 存在 各 种 尺度 的 
影响 ,补充 或 修改 方程 的 目的 就 是 模 氛 各 种 尺度 的 影响 , 本章 主要 介绍 N-S 方程 包括 
Euler 方程 便于 求解 的 各 种 形式 和 对 方程 进行 封闭 ( 即 构造 补充 或 修正 方程 } 的 基本 原理 . 


2.1 欧 拉 方程 与 N-S 方 程 的 计算 形式 
第 一 童 已 经 排 导 了 IN -S 方程 和 欧 二 方程 .这 中 从 计算 流体 力学 角度 来 进一步 介绍 . 
2.1.1 物理 坐标 系 下 的 NS 方程 
令 p ATR, u 0w 为 速度 FF 的 三 个 分 量 ( 有 了 时 也 记 为 Vi Vas Ya, 相应 地 roy, 
BEIN tirar) E AGR, p ARK ,e HARE, y 为 比 热 比 ,对 于 完全 气体 ， 
p= (yY-—l)pe,e = E- F(u? + + w’), 
以 下 只 考虑 完全 气体 情 襄 . 
闭 虑 空间 中 大 小 和 形状 都 随时 间 变 化 的 控制 体积 (2) FE Vs 运动 的 边界 


ZC A MINA Ie I n. 
考虑 任 一 流动 参数 由 = er, y,2, 1) (RE ,动量 各 分 量 .能 量 等 ) , 它 的 积分 为 


Q= | pen. 
下 面 的 定理 读者 一 般 已 经 很 熟悉 ; 
d2 = | paR + È $Vs  nd3 (运输 定理 )， 


dt 
| 7 (Vada = $ SVs + nds (高 新 定理 ) 


N-S 方 程 包括 质量 守 忆 方程 .动量 守恒 方程 与 能 基 守 恒 方程 ， 
质量 字 异 定律 可 以 表述 为 :控制 体积 中 质量 的 变化 率 等 于 通过 控制 体 边 异 流 入 的 质 
BHE. URA PEI 


i d 
| A] pan = P e vs- Vy tds (2.4) 
[质量 变化 率 KERE 
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动量 守 炬 定律 可 以 表述 为 :控制 体积 中 动 生 的 变化 率 等 上 通过 控制 体 祖 边界 流 人 的 
动量 流明 ,加 上 由 体积 力 F( 草 力 与 惯性 力 ) 和 表面 力 PUEA -p SR A Sle 
变化 .写成 方程 形式 为 

4) pvan = $ pV(Vs- V): ads +| oan + È p .nds. 
di Pa Pi o z 
[ 动 景 变化 率 动量 流量 体积 力 而 积 力 

能 量 守恒 让 律 圳 以 表述 为 :控制 体积 中 能 量 的 变化 率 等 于 通过 控制 体积 边界 流 人 的 
BER bitte DUT RELA F 和 表面 力 瑟 做 的 功 , 再 可 上 上 因 热 传导 引起 的 变化 .写成 方程 彤 
式 为 


(2.2) 


d _ 
| ae) gee = ho + h t h t h (2.3) 


能 量变 化 率 ER WARAH ERAD BMPR 


了 = bpECVs 一 F) . nd, 


h= | oy ‘Fin, 
Ty = $ v- (P-n), 


h=- z .nd5. 
体积 力 下 一 般 指 的 是 重力 , 即 玉 = g. 对 于 许多 问题 重力 一 般 可 以 扰 略 不 计 . 在 运动 
坐标 系 中 还 可 能 包含 惯性 力 { 第 一 音 ). 表 面 力 可 以 写成 
P, 一 一 ps, + Ti: 
这 里 p REJ , ry AREA. 
对 于 牛顿 流体 , BERA SY TER s, IE E, BD 


OV, 


ar; ). 


ƏV; 
Tg = 2Sa + Ab, V . Vis, — L + 
“J 


这 里 p WAAR A= -py( 斯 托 克 斯 假设 ). 
最 后 ,由 热传导 引起 的 热流 其 满足 博时 时 关系 式 
=~ kw T. 
这 里 x 为 热传导 系数 ,了 为 温度 . 如 果 定义 P, = EE ( 称 普 朗 特 数 ,对 于 常温 下 的 空气 P, 
=0.71), W] 


_ Bee 


VT. 
P, 1 


q = 
进一步 如 果 假 定 定 容 比 热 cy 为 常数 , 则 
- # Ve, 


F 


g = 
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通过 令 控制 体积 趋 汗 0, 并 使 用 运输 定理 与 高 斯 定理 得 可 压缩 流体 N- S 方 程 的 微分 
形式 
wW, FP + GP t HP = PO GUO + HAY +F. (2.4) 
这 里 FE, GE, H'O AARE, r O, GOO, HOO Bea a A HA Hy HIE A 
N ~ 5S 方程 ,得 


p pu 
2 
pu pu A p 
W = jpu | PFC = | ， 
pw PH 
oFE pu(E + = 
pu pw 
eu eure 
GE) = pu” + P ,HE’ = ioe 3 
TD pu + p 
pu(E +£) ow(E +Ê) 
e P 
0 
Ler 
FV? = |T ， 
Tre 


uT,, + UT, 十 Wy ~ Gy 


G! ) = Tay i 


UT + Uy + Wy, — Gy 


Hi = Tey 


UT, T UT yy + Wre — Ge 
Tre = Alu, + wy, + w,) + 2p, 
Try = Tyr = plu, + v,), 
Tre T Tep T ple, + we), 


Ty = ACu, + Uy 十 wy) 十 2p, ， 
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ty. 一 Tay = glo, + wy), 


Tar = Alu, + Vy + w,) 4 2 Ws » 


Ge 一 一 «Tl, 
ga 一 一 KT, 
Ge = — KT, 
如 果 定 容 比 热 为 常数 , 则 
__ ™, 
qr P, nm 
-次 
Gy P, yo 
EA 
VE P, z 
和 企 N-S 方 程 中 令 y=0 和 x=0, 则 相应 的 方程 称 为 欧 拉 方程 
W, + FY + GP + HE = F., (2.5) 
这 里 FE GE , HO AA RAR 
P me 
pu pur + p 
W = |p |, FP = [ewe ， 
pw EYE 
pE ou(E + 2) 
2 
pu pw 
pu PHU 
GE = po? + p HE = puw 
puw pw? + p 
polE + È) pw{E + È) 
p ê 


2.1.2 计算 坐标 系 下 的 方程 


在 计算 过 程 中 ,经 常 采 用 计算 坐标 系 (Tr,&, wy,8). 计 算 坐 标 系 (tr,&,n,5) 与 直角 坐标 
系 (1,r yz) 之 间 的 对 应 关系 为 
== L; 
Eftr yez), 
= plt z, yz), 
= Eft, T, y, z). 


we ow e o 


PRA BOF th KA 


ry = Te, + tay + re E. =1, 
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令 了 为 坐标 变换 的 雅 可 比 , 即 


QT yy) 

= detf( 一 一 人 

T= da 
则 和 解 上 面 的 微分 英 系 式 得 


= Meg, + dyhe 十 dr t, = 0, 


一 zee 1 Tyr + zgb, =0 


(= xe lap, t weby = 0, 


= ve &, + My hy + YE a = I, 


zsé, + zyme + by = 


< 


= y é. + Nghe 十 ¥e E: = 
= zehr + Zy + zr be = 


0 
= 一 tef + eats + Ey Ce = 0 
0 
] 


& = J (yzr ~ yzg), 
& = JI Mapry — srry), 
& = J ry — re vy)s 
Me = J (yy ze yerr), 
Py = Jpg — zexg), 
ne = Fare ye — very), 
和 = J yez — vy ee) 
Ey = J Csr ~ zyre), 
5 = rey, — roye), 
& =- x 
We = ete ~ Be 7 Be Zee 
E => bats bye — bs Zi 


~ Ey d ~ f, Zis 


BABA Coy. 2) PREY 


W, + FIP 4 G+ HI = PO) + GO + HO + 下 
则 在 计算 坐标 系 下 ,方程 可 以 写成 如 下 守恒 形式 (Viviand ,1974) 


W, + FP + GO + HP = FAY + GO) + FEN + JF. 


这 里 


W = JW, 


FP) 
Gi 


= TCEW + & FE) + EGP + & HE), 

= J(nWw + n, FE + 7G + p HE), 

HE = JEW + FE 十 GIE) 二 HE), 
5 oc; by bs 


POO = (EF 4 6 GM + EHO), 
GY = Jo FO + pG + g, H), 


) = apk yy zg T Ypy) + yyy ze vere) + rel yery — Iy ze). 


(2.6) 


(2.7) 
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HOO = ede FOO 4 g GW +E HY), 
A TAEAE OP E E A MET LEAR PE 


Ni =p SEF GAT EBT EC, 
dG 、 
Ns = aw = wd + mv Ry B+ nC, 
JH | 
N; = aW = ẸI+EA+ C5 + EC. 


REI WAR. Bitte FOG} WOM ee de Fae 
uy 一 Ugly + uy, + ur by, 
uy = web, + Hgy + uy by, 
ty = ug&, t ugh t+ ure, 
Ur = vp, + vgn, Furl, 


注意 ,在 曲面 $= const. 上 ,法 线 方向 由 (2 ,5&,,&,) 给 出 ;在 曲面 y= const. 上 ,法 线 方 
RHC, mo pA E R g= const, 上 ,法 线 方向 由 (& ,55 ) 给 出 . 

Viviand 采用 的 是 试探 法 米 获 得 上 述 守 人 恒 形 式 的 .其 实 也 可 以 从 其 他 思路 证 时. 例如 ， 
可 以 将 偏 微分 方程 写成 积分 形式 ,利用 积分 形式 的 方程 便 可 以 推导 任意 坐标 系 下 的 守恒 


方程 . 
没 所 求 方程 的 微分 形式 为 
多 TY 由 = 工 ， (2.8) 
这 里 
v.p- a( FE) a FE?) | aG _ GY) R aC HE? _ HO) 
ox ay az 
考虑 封 团 区 域 吕 . 它 可 以 是 任意 四 边 形 或 六 面体 .对 偏 微分 方程 (2.8) 进 行 积 分 得 
| W, dh +| Vv @do =| Fdn. (2.9) 
n n 0 
ERARA EH, AO. DEA 
| Wdn =+ > @- nas = | Fd. (2.10) 
N 5 n 
这 里 SHO KOA. wR O 随时 间 变 化 ,其 边界 互 速 度 为 Vs , 则 (2.10) 可 以 写 威 
d a _ ， 
af wan + PP ndg [o Fav. (2.11) 


HH Dp" =p- W Vs. 
然后 对 上 面积 分 方程 中 的 每 一 项 进行 坐标 变换 , 在 新 的 坐标 系 下 将 积分 方程 转化 为 
微分 方程 , 便 得 所 需要 的 守恒 形式 . 
2.1.3 N-S 方 程 的 展开 形式 


在 计算 流体 力学 方法 构造 和 理论 分 析 中 ,经 党 需要 用 到 N -S 方程 的 懂 六 形式 . 为 
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= aF‘F) dG ._ dH® ow dF geo) dE 
此 ,定义 雅 可 比 征 阵 A = ST B= ST C= Sag ANY = Sg AGT = Sa 


Ave) dE tw) 一 dG? iv} 一 dc Ce} -一 dG? ar) _dH™ "tu) daH 
= dw,’ * dw,’ dW, 7 dw, ~” dw,’ dW, ’ 
stv) dH’ _. . 4 p 

CL = ay TE N-S 方程 的 展开 形式 为 

W, + AW, + BW, + CW, = (AWW, + ASOW, + AWW, )e 
+ (BPW, + BW, + BWW), 
+ (cow, + CPW, + CW) 
+F. 
KE A] EHER, HE m pm = pum Spm Sow Mam SpE 
H RHE ST ee ie (1) p (2) p (3) p (4} p 和 (5) pE 看 成 独 
TER WAP MHRA 


p=y- 1)[ m® 一 oO m + mP mO 十 m®m®)], 
ni 


FE = | yD 
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mi? 
(4) 2 
mD mi mí ) 
1 ta) 3) 
HED |,,0™ tp , 
1 i 
mm Pm” 
la 8) l a 
mi mr) 十 mD P 
Tur = À (mt + mi + m) + ium ?? 
p 
一 Sumt + ump + wm D) — 2yum!), 
Try = Tyu = v(m? + mi) 一 vfum D + vmt), 
Ty 一 Ta = vim? + m4) 一 yf umt 1) + am), 
Ty = Sm + mp +m) + 2um 2) 
一 AC um + vin + wm!) 一 Drom P, 
Tye = Try = v(m? + m‘) 一 vfum) + wm), 
Ta = A (mn + mS + m”) + 2am 
一 (wnt) + wm 十 wm) 一 2yum 0) ， 
Ge 二 ~ i (- Em) - um 2) 一 om 一 umt” + mS 十 | V Iž), 
gy = 一 起 (- Em‘) 一 um P 一 vm 3) 一 wmi” + mi +| V l mD), 
G = -pC Emt — um’? - a 一 wm? + mS 41 V Pm), 
mp aED (ay ae = dE - (4), FRR: 
art aF 
Ay =a ts ayy = 3 oj 
om" 4 amy 
a (tts Sa (2 AT Dy OR. te ET be A eA Cid y = y 一 1); 
{) 1 0 0 D 
-+ (3 - y)u — yv — Yw y 
A= 一 uu Y u 0 QO}, 
— wu w 0 u 0 
— ulyE ~- yV°] yE -7 +282) — Yuv - Yuw Yu 
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0 0 1 0 0 
一 vu v u 0 0 
一 — Yu (3 - y)v -yw 7 , 
ote 0 ue? v 0 
— v[ yE -YW -yuv YE ~ L(y? +202) — yow yu, 


0 0 0 1 0 

一 uu wW 0 0 

— vu 0 w v 0 
Cw y omu -w  G-nw F 


-wlyE- yYV?] - yuw - you yE - È (V? +20?) yw 


0 0 0 0 0 
-Åy 4 0 0 0 
AW -Ë| -y 0 1 0 0), 
P| w 0 0 1 o| 
6, Qui QU Au E 
0 0 0 0) 
2 _2 
jv 0 © 00 
-Ël -a 1 0 ool, 
Pl o 0 0 00 
-4w u -2n 0 0 
0 00 0 0 
fy 0 0 -4 0 
aw- Ej 0 00 0 ol, 
P|) u 10 0 0 
i 0 _ 2， 0 
q W w 34 


章 ”流体 力学 方程 的 计算 花 式 与 封闭 模型 


第 


D 
| 


0 
0 


Mm SF Tm SoS 


- 62+ i] Veetth A Sk AS Re 
() 0 0 0) 0 
-H ] 0 0) 0 
Cl = fe 的 0 l 1 0 
Pos g 0 0 = Oo: 
` 3 ' 
H al gr Y 
(4, Kutt Yii Feith Pr f 
ià T 
0, i E Gutt ; av" at i 


X a 2 2 2 
&, => Pr E But ~ Ba ~ Batt 5 


Ə- 产 E - ¥ye? yat — Ye] 
a= $o- al- a 1 一声 
By = 1 = BeBe =F ~ pobe = l- pp 


2.1.4 方程 的 基本 变量 形式 与 对 角 化 


前 而 介绍 的 N- S 方 程 以 WS(p.pu pv pw, p EY ARES. Ret W 构造 
的 方程 称 为 字 司 方程 ,所 以 W 也 称 为 守恒 变量 .对 于 可 压缩 流体 力学 问题 ,标准 的 计算 
流体 方 党 方法 … 般 以 守恒 蛮 量 作为 末 知 数 , 伍 以 守重 变量 定义 的 雅 可 比 目 阵 特别 复杂 ,不 
容易 求 特 征 值 和 将 方程 对 角 化 .而 雅 可 比 矩 阵 的 特征 值 和 对 角 化 在 计算 流体 力学 中 具有 
EEA ON , 第 四 章 ) ,为 了 简化 需 昌 用 到 其 他 变量 定义 的 N-S 方 程 . 

最 方便 的 变 舱 是 基本 变量 

U = (pu vw, T), V = (p ru,vsw, SI. 

为 了 方 积 或 种 阵 之 问 的 变换 ,需要 用 到 如 下 的 变量 变换 关系 


] 0 0 0 0 
oH 1 0 0 0 
P p 
aul, -2 0 4 0 0 
dw e 
一 0 0 1 0 
p e 
-Lg - E) 1, LL, _I ll 
Poy perv pty Pcy Pty 


BoE HA AEA RI RIE TEHE E ‘63+ 


1 000 0 
0 100 0 
du_| 6 010 0 
d 0 001 ol 
YT iT 
T 
4 0 0 60 -| 
a` a` 
u _ i 
k p 0 0 2 
_dW_! v a 
Ay = dV a? 0 2 0 a 
UH! w 
a? Q 0 P a 
L M’ M? 
了 站 
Jè De nD -yhe 7| 
-o ; 0 0 o 
_ dv v l | 
AV = ayy = 一 一 0 一 0 ol. 
_ 2 0 0 -l 0: 
p P 
¥ Li 


i a (L= yje Yu Q- yw Y. 


BR BPy=y-lewtott was Yp oH GR. 
HS — BE AR FEAT LAS a 


ore =k Ve (eV TP). 
为 了 得 到 压力 方程 ,将 质量 守恒 方程 写成 
De ve 
Di tev V=Ù. 


由 炳 的 定义 (S= cylin pA 


Dp _ a? De £ DS 

Dz Dr cy De 

内 此 ,压力 方程 为 
Dp 

Di 


FASS --- 章 介绍 的 动量 方程 和 温度 方程 (1.51) TARA U 为 因 变 景 的 方程 写成 ( 今 


二 一 eae -有 Ht 一 b+ eV TI. 
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黏 性 系数 .热传导 系数 与 比 热 为 常数 ) 


op op ap ap > Ou 3 2 Ow 
+ + uw + — + 一 十 = 
Bt “Br By "Or lT ar OF dz 
=(y-Dlo+V-RVT)I, (2.12) 
Du a Ou Du a OT: at, OT re 
PB tm TO ee ee a a t a (2.13) 
au Əv au Əv Op , Iw | Oty Ore 
ou aw ow Ow Op , Bex | Oey | Wee 
Par | az Th ay TP! a. C Bet By tay tae? (2.15) 
aT oT aT BT « OT, « OT, k FT 
ot + pu aor + pv oy + pw az pey ax trey ay tacy art 
1 _ 
—— pv: V+ 中 ， 2.16 
peye PEY ) 
AED 为 耗 散落 数 
_ Ov, ow)? [dw ,au\? fou, dv\? 
b= «[ (52+ oe | + (3 +34) + (St + 22) | 
+12 (2-27 (32 — Su)". (Sw 2u] 
3" | Var ay oy oar Oz Ox 


为 了 获得 对 角 化 矩阵 的 统一 形式 ER BSE # = (mn, ,n,,n,) 的 通 量 函数 
F, = Fn. + Gn, + Hn, 
AALS ETc BR A 


F 
N = oh 


dw 

下 面 求 对 角 化 撼 阵 P A Pt PONP RAMA. WO ABE RRR. 对 应 的 
EAA BE BY VL 3} SS ak 

op Op Op ap 2 Ou 2 Ou 2 aw 


Z tuyu tvz tw 


= An, + Bn, + Cr. 


= 日， 


+ par 224 pg? SE 
ar “ar By Oe ar OF By PË az 
as as as as 
Par ta, teva, tewg = 0. 
因此 ,以 立 为 因 变 量 的 方程 为 
Op ap op op 2 du 2 Ov 2 ow 
ar “ar? By CDt? ar tPA By tea Be = Ue (2.17) 
ð Ə f) 
p SE + pu St + oust + pws o, (2.18) 
ov ov ou az , OP _ 
Par TOM ap TOU ay twoar TA = 0, (2.19) 


ar OH By TOU By VOU Be Tas 0 2-20) 
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as as as as 
Pa, tPU ar t OY Ss, tee az = 0 
Wp 
V, + A,V, + BV, + CV, = 0. (2.21) 
这 里 
u pa’ 0 0 0 
s u 0 0 0 
A= lo 0 x 0}? 
0 0 Ou 
0 000 x 
v 0 pa’ 0 0} 
0 v 0 0 
B,-|4 0 v 0 ol, 
pei 
0 0 0 v 0 
0 0 0 üv 
w 0 0 pa? 0 
0 w 0 0 0 
-0 0 w 0 0 
"P —_ 
L ò o w 0 
p 
0 0 0 0 w 
因此 
Vi pan, pa'n, pa'n, 0 
tn V, 0 0 0 
P 
Np = Apn, + Bpr, + Cyn, = “ms 0 Va 0 0 |. (2.22) 
1,0 0 vV, 0 
p 
L0 0 0 Va 


很 容易 求 出 N, GREE 
A= V, +a, A-= V,-a, Ag= Va- 
甚 中 Ag A ER, a =v yopo AEI. 
N, = LAyL', 


An = diag(Ag.Agsdg. A4 yA X. 
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HERE N, 


的 左 特征 矢量 .一 共有 5 个 线性 无 关 的 左 特 征 矢量 .把 它们 作为 行 矢量 , 便 得 L i, 对 应 每 
个 特征 值 , 求 出 N; 的 右 特征 失 量 .一 共有 5 个 线性 无 关 的 右 特征 矢量 ,把 它们 作为 列 矢 
基 , 便 得 上 .进行 适当 标准 化 后 ,得 对 角 化 例 阵 的 具体 表达 式 


0 一 My ny, 0 na 
0 一 KR, 0 ny 一 
工 -1 一 0 0 一 hy ny Ry 
$, As- Vp) apan, Pepan, $, pain, 
# (A —-V,) $ pa'n, $- pa'n, P- patn, 
0 0 0 ofA Vg plA_~ Vag- 
ZA, On 0 n, P+ ne 
L= | m: 0 =n ny y ny P- 
0 nı ny Ry Ys ng P- 
n, TA Ry 0 0 
$= p= 


$ = gh = meem __l 


VoRa- VAP + pat 


7 V ola- Va) + pa 
了 现在 将 上 述 方 程 转 换 芭 守恒 变量 W 上 .将 (2.21) 冬 以 Ay, EIH 
W, + AW, + BW, + CW, = 0, 


A=A,A,A¥, 
B = AyBp Ayl, 
C = AyC,Ay. 


(2.24) 


TEHA P =L IA y! 和 P= AyL 得 N BAIER. h AEA HE E E ERR 


OE ARE N 的 五 个 特征 值 ( 含 三 重 根 ) 为 


Ven, Ven, Ven, Vnta, Verra. 
设 忆 为 N AAEE RE, Bl 
PNP = disgg(V rnsV -nV nV :ntaVn—a). 
定义 
y’ Y 1 1 
p= FntoVXn),B = (TM)n- VXn,C 247 


MAREKOM = |V 1Aa, 按 上 面 方法 得 到 的 对 角 化 全 阵 为 


半 ”用 马赫 数 可 以 定 文 不 同类 型 的 流动 ,如 亚 音 速 流 动 (M<1), 扯 音速 流动 (M 污 1), 蜂 音速 流动 (M1). 见 第 


一 章 . 
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一 Ny y 
By * e, 73n, Yn ¥ 97, D a7 n, 
5 Me 了 5H, ate 了 
By + ev yY any 一 站 Y ais y -2y + 2 一 oy 
— H, 一 , .. ~ 
Bye 7 Sn, + > Yin Tx ¥en 一 Yn, 
a 2 e a a 
a Y 2 Ven . y 
p (2 a Cite C'e, Cre pa 
a 了 2 Yer y 
(fm Bs ) C-e, Cre, C-e, a 
Aa n n, 2 L£. 
> au 2a 
un, un, 一 pn, un, + omy -lu + an) -Cu — ans) 
un, + pn, why Ui, Nr E + any) AG 一 any) 
un, — Phy wry, + pr, We A (uw + an,) Fw — an,) 
。 . 。 £ ， opp 。 
be, b'e, be, 7, (H + aV n) 7 (H -aV: n) 
这 里 , 吾 = 户 + 六 YY AAA. 


以 上 是 求 对 前 化 矩阵 的 简便 方式 .如 果 直 接 从 守 便 方程 出 发 , 刚 计 算 十 分 繁 玉 . 
2.2 多 尺度 问题 方程 的 封闭 与 模型 化 处 理 


2.2.1 多 尺度 问题 的 特征 


一 般 的 流动 问题 可 能 包含 多 种 尺度 .我 们 感 兴趣 的 尺度 可 能 是 某 种 极端 尺度 或 平均 
尺度 ,而 不 是 所 有 尺度 .这 如 同 我 们 考虑 一般 流体 力学 问题 时 不 会 去 考虑 个 别 分 子 的 运动 
一 样 ,例如 ,河道 灾 曲 和 深浅 的 窒 化 以 及 支流 入 出 口 和 亲 道 宽容 的 变化 导致 河流 中 不 同 尺 
度 的 流动 结构 ,这 些 绪 构 的 大 小 和 生存 周期 决定 于 上 述 变 化 的 尺度 .由 于 河床 的 四 屿 不平 
以 及 河岸 的 不 规则 也 在 河流 中 引起 不 同 尺 度 的 洲 涡 (旋涡 ). 注 船 . 禽 类 和 鱼 群 的 活动 引起 
更 小 尺度 的 局 部 流动 ,如果 要 研究 河流 的 宏观 运动 规律 (如 季节 性 变化 ) , 则 只 应 该 去 美 心 
大 尺度 的 变化 ,不 需要 去 计算 河水 中 的 每 一 个 洲 涡 ( 即 旋涡 ), 研 究 大 气流 动 时 没有 必要 去 
考虑 每 一 座 房 于 、 每 一 颗 树 ,每 一 座 山 的 影响 .对 于 纯 飞 行 器 的 流动 和 发 动机 气 负 内 的 流 
动 ,同样 存在 各 种 尺度 的 流动 结构 . 计算 所 关心 的 是 某 种 宏观 的 尺度 . 

多 尺度 包含 如 下 几 个 方面 : 
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1) 结 构 允 尺度 ,主要 指 汕 流 问题 ; 

2) 相 位 多 尺度 ,主要 指 多 相 流 问题 ， 

3) 特 征 多 尺度 , 土 要 指 凶 速度 范围 问题 ; 

4) 影 响 多 尺度 ,证 要 指 动力 学 方程 中 不 同 项 的 影响 不 同 ， 

BAS ERS REA Re AAS HHA RAN, SRE 
的 方向 规则 地 在 层 次 地 流动 ,因此 称 为 层 流 流动 . 烟 柱 到 了 一 定 高 度 就 散乱 了 ,成 了 一 种 
肉眼 看 来 属于 无 序 的 .随机 的 .杂乱 无 章 的 流动 , 称 为 消 流 流动 . 消 流 在 某 种 小 的 尺度 上 严 
格 满足 流体 力学 的 基本 方程 即 属 于 有 规律 的 ,根据 油 流 统计 理论 DR RANA 
次 相似 律 (She & Leveque,1994). 在 大 的 尺度 上 沸 流 共有 铸 重 性 :一 上 方面 存在 某 些 有 序 的 
结构 (规律 性 ), 另 一 方面 (至 少 按 - 般 的 统计 理论 ) 存 在 无 序 的 变化 (无 规律 性 ). 汕 流 研究 
存在 两 种 极端 观点 : -种 观点 强调 江 流 的 规律 性 , 咽 一 种 观点 强调 湾流 的 无 规律 件 .尽管 
浇 流 问题 属于 整个 物理 学 领域 最 艰难 的 问题 之 一 , 油 流 这 一 名 词 似乎 成 了 常识 性 的 名 词 . 
例如 ,乘坐 飞机 时 ,可 能 遇 到 某 种 气流 引起 飞机 棒 艇 ,此 时 溢 客 被 告知 通 到 滑 流 了 . 消 流 中 
存在 各 种 尺度 的 旋 满 ,在 足 金 小 的 尺度 上 满 流 属 于 规则 的 有 序 流 动 , 运 动 规律 满足 流体 力 
党 的 基本 方程 ,但 从 工程 应 用 的 角度 ,我们 所 关心 的 是 较 大 的 尺度 . 汕 流 问题 的 特点 是 ,各 
种 扩 麻 的 流动 结构 { 涡 ) 是 相互 作用 的 .大 尺度 流动 结构 与 测 流 的 无 序 运动 (脉动 ) 相 互 作 
用 引起 大 尺度 的 旋涡 产生 ,旋涡 经 过 么 性 耗 散 又 被 削弱, 在 一 定 条 件 下 出 现 菜 种 宏观 的 平 
衡 . 各 种 斥 度 的 旋涡 回 更 小 尺度 的 旋涡 传递 能 量 ,并 通过 大 尺度 流动 输 运 到 其 他 地 方 . 当 
旋涡 扩 度 小 到 一 定 程度 时 ,分 于 黏 性 耗 散 便 起 决定 作用 ,因此 滑 流 尺度 存在 下 限 ( 称 为 
Kolmogorov 尺度 ). 小 尺度 旋涡 的 耗 获 速度 岗 时 也 决定 大 尺度 旋涡 向 其 传递 能 量 的 速度 . 
因此 小 扩 度 旋涡 也 影响 大 尺度 流动 结构 .对 于 工程 问题 ,我 们 不 可 能 把 各 种 尺度 的 流动 结 
构 都 计算 出 来 ( 既 没 有 这 样 的 计算 条 件 , 叉 无 法 处 理 数 据 ), 面 感 兴趣 的 主要 是 平均 流动 ， 
定义 平均 的 时 间 尺 度 或 空间 尺度 便 是 我 们 感 兴趣 的 尺度 ,属于 一 种 比较 大 的 尺度 .我 们 在 
计算 较 大 尺度 的 流动 结构 时 ,必须 把 小 尺度 的 影响 给 考虑 进来 ， 

对 于 多 相 流 问题 ,不 同 相 位 的 尺度 显然 不 同 ,多 相 流 就 是 微观 上 互 不 摊 混 的 几 种 不 同 
类 型 的 流体 以 某 种 方式 混在 一 起 的 流动 .气体 和 液体 可 以 看 成 不 同类 型 的 流体 ,微观 上 互 
不 挫 混 表示 气体 中 的 分 子 不 会 经 扩散 跑 到 液体 中 去 , 同 理 流体 中 的 分 子 不 会 经 扩散 跑 到 
气体 中 去 .但 两 种 不 同 流体 的 界面 上 可 以 存在 相 变 ,如 液体 汽化 变 成 气体 .根据 流体 数目 
的 大 小 可 以 分 为 两 相 流 ,三 相 流 等 .两 相 流 主要 包括 气体 与 液体 ,气体 与 固体 ,液体 与 固 
体液 体 与 液体 的 混合 流动 ,可 以 分 别称 为 气 液 . 气 固 、 渡 固 、 液 滚 西 相 流 .根据 不 同 相 的 上 比 
例 和 分 布 方式 ,多 相 流 可 以 分 为 两 类 .在 第 一 类 中 .不 同 流体 占据 的 空间 区 域 大 小 属于 同 
一 其 级 且 区 域 个 数 为 0[1] 的 量 级 ,不 局 相位 分 别 满足 流体 力学 的 基本 方程 ,相位 之 间 的 
界面 运动 也 遵循 一 定 的 规律 .汽车 加 油 时 油 第 中 油 与 空气 的 沁 合 运动 属于 这 样 一 种 流动 . 
在 第 二 类 中 , 侍 少 有 一 相 被 其 他 相 分 割 成 数目 较 大 的 几乎 互 不 相连 的 区 域 . 例如 ,汽车 发 
动机 中 的 遇 相 流 由 连 首 的 气体 和 相互 分 散 的 大 量 形状 较 规则 (如 球形 ) 液 滴 组 成 . BRE 
相 流 中 包含 了 多 种 尺度 ,如 相位 之 间 的 界面 在 界面 敢 直 方向 的 尺度 属于 微观 尺度 , 又 如 ， 
气体 和 大 量 液 滴 组 成 的 两 相 流 不 同 相位 的 空间 尺度 差别 很 大 ,气体 的 空间 尺度 可 能 是 米 
的 量 级 , 面 液 滴 的 尺度 可 能 是 微米 的 量 级 ,因此 ,不 间 相 位 需要 硝 合 处 理 或 分 别处 理 . 
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特征 多 尺度 问题 指 在 不 同 流速 范围 内 , 雅 可 比 算 阵 的 各 特征 值 之 比 相距 较 大 . 在 第 三 
章 将 看 到 ,不 同 特征 值 对 应 的 流 不 一 祥 , 欧 拉 方 程 的 解 可 以 按 特征 值 分 解 为 不 同 特征 分 量 
的 共有 加. 如果 各 特征 值 相 此 其 远 ,那么 不 同 特 征 分 曙 的 传播 速度 不 一 样 , 而 传播 速度 又 直 
接 影 响 计算 速度 和 稳 证 性 ,特别 对 于 抵 速 问题 ,最 大 特征 值 与 最 小 特征 值 的 比 ( 简 称 刚 度 ， 
反比 于 马赫 数 ) 很 大 .不 同 刚度 的 问题 计算 方法 不 一 祥 - 但 对 于 许多 流动 ,不 同 区 域 刚 度 不 
一 样 .因此 希望 采用 适合 各 种 刚度 的 统 -算法 . 

最 后 ,N -S$ 方程 中 的 不 间 项 (对 流 项 , 恭 性 项 ,压力 项 , 源 项 等 ) 的 大 小 可 能 不 -- 样 ,可 
以 看 成 影响 多 尺度 问题 .为 了 体现 各 项 的 影响 , 沉 要 将 方程 进行 无 硬 网 化 ,将 各 项 的 影响 
尺度 通过 无 量 岗 参数 表现 出 来 . 


2.2.2 结构 多 尺度 问题 : 满 流 模拟 
2.2.2.1 i me 


Fria at REF E DL SR ER BL, H T ELA SE BS 
Se AE. HE Fas WAL) Yd Be E AER A aR) Ya R. 给 流动 某 种 小 扰动 {在 流 
By PPT LF Ae ee ER), Pet SR EA 5 R SR aE oS ER), 
WU he 3h de Fa eT; ROR a DR BN , WU Ti A A EY. 

为 了 获得 稳定 性 的 定性 概念 ,考虑 小 弹 球 在 曲面 上 的 运动 .在 (指向 向 下 的 ) 重 力 场 中 
AP SEL mA, ee ERB PRR. 弹 球 可 以 在 曲面 上 渡 动 . 

1) 令 曲面 和 弹 球 表面 十 分 光滑 .如 果 曲 面 是 凹面 , 则 给 小 弹 球 位 置 一 小 扰动 后 ,小 弹 
球 在 重力 作用 下 必然 滤 回 原点 ,因此 是 稳定 的 .如 果 曲 面 是 目的 ,由 任何 小 扰动 将 使 弹 球 
滚 离 原点 ,是 不 稳定 的 .这 属于 线性 稳定 性 问题 . 

2) 令 曲面 和 弹 球 表面 较为 粗糙 .考虑 凸 面 , 则 给 特 细 小 的 扰动 ,可 能 因 表面 粗糙 庆 的 
存在 从 而 有 较 大 的 静 摩 氛 力 存 在 ,使 弹 球 卡 在 扰动 位 置 不 动 , 即 对 于 小 扰动 是 稳定 的 { 线 
性 稳定 ). 如 时 给 的 扰动 较 太 , 则 摩擦 力 不 能 抵抗 重力 , 弹 球 将 深 离 原点 ,是 不 稳定 的 ( 非 绑 
性 不 稳定 ). 这 属于 非 和 线性 稳定 性 问题 . 

在 经 典 的 流动 稳定 性 分 析 中 , 设 平 均 流 动 参数 为 串 ,给 平均 流动 小 扰动 A, A m 
流动 参数 变 为 多 = 下 + 由 .显然 而 和 引 均 满足 N-S 方 程 .将 两 者 的 方程 相 减 , 略 去 高 阶 小 
量 后 ,得 小 挑动 上 满足 的 方程 .小 扰动 方程 为 拟 线 性 方程 .在 标准 的 稳定 性 分 析 中 ,考虑 
谐 波 型 小 扰动 

fo = penen = f/f], 
这 里 # 为 波 数 (一 般 为 实数 ),w 为 频率 (一 般 为 复数 w= w, + a) .将 谐 波 解 代 和 小 扰动 
方程 并 添加 适当 的 边界 条 件 , 伍 得 下 面 的 代数 方程 
d(w,&,@) $ = 0, 
RE, O 为 平均 流动 参数 的 其 种 组 合 , 一 般 为 雷诺 数 R= UL .这 里 U 为 平均 流 的 某 种 
特征 速度 , 工 为 平均 渡 的 某 种 特征 长 度 ,” 为 运动 学 黏 性 系数 . 
为 了 获得 非 零 解 , 必 有 
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det (w,&, &) = f}. 
由 此 解 得 
w = wlé,@). 

流动 失 稳 的 条 件 是 ,存在 临界 参数 OD, AI D> DIN, BR — ee ae AY 

虚 部 满足 w >0,. 事 实 上 ,如 果 wy, >0, 那 么 
p = de ert) 一 de Ewe) yor ett ， 
将 被 放大 . 

流 过 半 无 限 长 平板 的 和 苛 性 流动 在 雷诺 数 ( 以 离开 平 收 前 沿 距 离 作 为 特征 长 度 ) 超 过 某 
临界 信 后 ,使 出 现 线 性 不 稳定 ( 即 对 于 小 扰动 不 稳定 ); 圆 管 中 的 粘 流 对 十 小 扰动 是 稳定 
MH, AAR AAA AEA ,越过 该 雷诺 数 流 动 不 稳 定 ( 非 线性 不 稳定 ). 

以 上 只 是 流动 稳定 性 分 析 的 简单 概念 . 流动 稳定 性 月 丰富 的 理论 (包括 非 线 性 理论 ) 
和 研究 结果 ,这 里 不 再 介绍 . 感 兴趣 的 读者 可 以 参阅 文献 [Lin,1955;Chandrasekhar,1961; 
Drazin & Reid, 1981;Landau & Lifshitz, 1984; EW Al] , 1992; Shivamoggi, 1998). 
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去 关心 潮流 - 旦 产生 ,如 何 去 计 算 它 .往往 共有 雷诺 数 超过 某 一 临界 值 时 , 才 会 在 流 场 中 
甘 些 区 域 出 现 满 流 .希望 所 构造 的 模型 能 自动 算出 讨 流 , 满 流 及 其 过 渡 区 域 .但 忆 前 很 难 
做 到 这 一 点 ,特别 是 计 渡 区 域 很 难 模拟 ,所幸 的 是 , 寺 渡 区 域 一 般 特 别 小 ,所 以 模拟 精度 重 
下 性 相对 减弱 ， 

在 灌流 流动 中 ,任何 物理 量 $* (x,:) 均 可 分 解 成 一 个 平均 量 ${x ,1) 与 一 个 脉动 最 
上 txt) 的 和 .所 谓 的 端 流 模拟 ,就 是 直接 计算 平均 量 , 而 脉动 基 对 平 沟 量 的 影响 通过 简 
单 模 型 进行 近似 模拟 .定义 雷诺 平均 {也 可 以 用 其 他 方式 定义 }: 


ar 
Birt) = 有 = 二 | r,t + ed 
“2 


这 里 Ag 为 某 时 间 周 期 ,与 速度 的 脉动 周期 相 比 足够 大 ,与 流动 的 宕 观 时 间 尺 度 相 比 足够 
小 .在 实验 数据 处 理 中 ,Az 的 确切 选取 很 重要 ,但 在 漕 流 模 型 中 At 并 不 出 现 , 所 以 没有 必 
BAER E MER. 
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2.2.2.2 雷 诸 平 均 方 程 


FNC Vip") N-SHF,BIN(0,V) p =0 代 表 N-S 方 程 .这 里 ,o 为 密 
度 , V7 为 速度 ,p "为 静 压 .另外 , 令 N,=0 为 连续 方程 的 算 子 形式 , Ny =0 为 速度 分 量 
V, 方程 的 算 子 形式 .这 时 汰 虑 不 可 压缩 流动 . 稍 后 考虑 向 可 压缩 流动 的 推广 . 

SNo, V tV ,p+p )=0 并 利用 关系 式 

“= 最 = 0， 
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att bb = af + bota,b ARR), 
Wid PAY AE By Pe 


ƏV; aa 
az, 7O (2.25) 
oV, ƏvV,V, ap a a) (7) 
e ot i Ox, Ox; + Bo t ty ). (2.26) 
y 1 [əv; _ ƏV, N 
这 里 为 压 为 的 平均 值 ,ri = 24ss AATRE 5, = 5 |S tS? VERRE, 
wt oy} 


oN PRE RO = — VV OW KS ROR AK KA, 
有 六 个 雷诺 应 力 分 量 . 

例如 ,考虑 平板 附 面 层 ( 因 莫 性 和 壁面 速度 为 零 的 约束 ,只 在 靠近 壁面 很 近 的 一 层 流 
动 参数 变化 才 较 大 , 称 为 附 面 层 ,而 且 这 种 变化 主要 党 垂直 于 平板 的 方向 ,这 里 设 为 方 
向 /方程 


Ju” | dv" 


ar T ay T (2.27) 
» Bu” e Du” Fu” l 
ar oy ¥ By" y 
把 速度 分 解 成 平均 量 与 脉动 量 , 代 人 方程 (2.271) 得 
ou . dy ou av 
or T Ay TT (az t By >” 
+ a + , a a + 7 2 + ° 
(utu ) Ku tw) +(yt') utu ) =y ed. 
对 上 述 方程 组 再 取 平 均 ,考虑 到 & = u,v =v, =v =), uu =0,00 一 0, 得 
Ou Əv 
Ox + Əy 0, 
(2.28) 
ou, pdu, 
4 Ox ay ay 


RH r= yp 这 一 pwv .方程 (2.28) 称 为 雷诺 平均 方程 ,其 中 r 表达 式 中 的 第 二 项 为 由 脉 
动 速度 引起 的 湾流 应 力 . 往往 把 消 流 应 力 与 粘性 应 力 做 类 比 , 即 令 


一 Ou 
Touw ~ HT Sy- 


其 中 np ARERR USES MRA RE, 

TÆ LHA CDOS EAA REDRAR TR HB 

第 一 种 方法 为 雷诺 应 力 运 输 模型 RSTM( Reynolds Stress Transport Method)( 也 称 为 
一 阶 年 封闭 模型 ) ,对 每 个 分 量 和? 者 构造 一 个 方程 , 称 为 雷诺 应 力 方程 . 为 了 获得 雷诺 
WEA FT S 

VN, + V, Ny; = 0. 

通过 简单 运算 , 便 可 以 获得 r O RAAE Ny = 0. RB eee g 
项 ,只 是 这 些 新 的 模拟 不 需要 很 高 的 精度 ,例如 ,对 于 平板 附 面 层 动量 方程 有 
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wut ul’) ute} tulo +) Mare ) _ pu Re ) 
展开 后 得 ww 的 方程 (如 果 使 用 y POOR Ba 的 方程 ) 
wo Buw 一 一 经 -Ə ou au eu! 
uA + ay =-2uu 5, 21% we 5) 2a Sav We 2 ws 


显然 , 右 端 最 后 三 项 属于 未 知 的 ,需要 进步 模 氢 . 

第 二 种 方法 为 Boussinesgue aR ER EVM( Eddy Viscosity Model), HHB IS R iE 
力 与 应 变 率 s, 存 在 如 下 的 线性 关系 式 ( 类 伺 于 牛顿 本 构 关 系 式 ): 

oh) = lurs 一 $p kòz. 

这 里 pz 为 消 流 黏 性 系数 ,x =L VV AWR, dy Kronecker 函数 . 最 简单 的 办 法 
就 是 使 用 代数 模型 , 即 构造 pp 与 平均 县 梯度 之 间 的 简单 代数 关系 式 , 另 一 种 方法 就 是 将 
Ar 与 某 些 兴 流 参数 联系 起 来 ,这 些 渍 流 参 数 本 身 也 满足 运输 方程 . 线性 本 构 关 系 式 对 于 
复杂 滑 流 存在 许多 不 足 的 地 方 ,此 时 可 以 采用 非 线 性 关系 式 {Eu S. et al. ,1999). 

对 于 可 压缩 流动 ,雷诺 平均 用 起 来 不 方便 , 例如 ,如 果 对 于 连续 方程 o + (pV da, 
=0 使 用 雷诺 平均 , 则 得 p,+ (pVj + pV )z,=0, 因 此 需要 模拟 pV ”. 

为 了 使 注 流 模型 更 简单 ,用 Favre 平均 (密度 加 权 平 岂 ) 代 替 雷 诺 平 均 : 


~o dap? 
$lx) = ¢* = | ye ECx, tt de’. 
-3 


这 里 p= P "为 按 雷 诺 平 均 定义 的 平均 密度 .采用 新 的 平均 后 ,连续 方程 变 为 下 面 简单 形 
式 


doV 
oe PY) o 
ot Ox 


以 后 OR BE AE AR A ERF A ERR Favre 平均 .为 了 简练 ,用 2 各 
Pp RAN BEE AED OV, ET, Beak Favre 平均 速度 ,总 能 ,温度 AAS. 
用 前 面 类 似 的 办 法 ,得 下 面 的 使 用 了 Boussinesgue 假设 的 可 压缩 雷诺 平均 (Favre 平 

均 )N -S 方 程 
ae , V; 


= 0, 2.29 

of Ər; (2.29) 
OPV: PVV: 8p, BO er 
OPV Ni EP 7) 

ot + Ox; Ox, + ag trä ), (2.30) 


dE SPN - a Og 
a an, Bast + Vilep + ry )]. (2.31) 
ix 


t Al 


rt = = 2u(s; 一 Bx, oH? CAF RTE RA), 


av 、 
= rls, - 4 Bs) ~$pkd, CARRERI), 


第 二 章 ”流体 为 学 方程 的 计算 形式 与 封闭 模型 ， 73. 


Hrcp, OF 
Q, E (k t Pr ) Br, , 


E=e+ VV +k, 


H=h+ EVV, tk, 


e = cyl, h = et p/p = cp, 
Pr = 0.9. 


2.2.2.3 k-e 模型 


SE SCM ERIE k = EVV HEH e =y SE SE 

TENTER SA a A SR RB PR, AE k-e 
模型 由 下 面 方程 定义 (Jones & Launder, 1972) : 

A) HABER. 由 分 子 运动 论 知 , 分 子 黏 性 系数 与 分 子 运 动 平均 自由 程 和 分 子 的 


平均 动能 的 平方 根 成 正比 .把 满 流 脉 动 与 分 子 运 动 进行 类 比 , 显 然 直 ALe 代表 满 流 的 时 间 


尺度 ,从 而 ! = 如 /Ve 代表 类 似 于 分 子 运动 平均 自由 程 的 空间 尺度 ,因此 jr ~ CR 习惯 
上 ,湾流 粘性 系数 按 下 式 定义 
2 
pr = pC, (2.32) 
也 可 以 通过 量 纲 分 析 来 估计 清流 黏 性 系数 的 表达 式 (Landau & Lifshitz, 1984). 
B) 清流 动能 k 的 方程 .动能 & 的 运输 方程 可 以 由 雷诺 应 力 方程 Nii =0.N,,=0 和 和 
Ns=0 相 如 得 到 .其 具体 形式 为 


ok OR fs) 
Pap + pv, ax, = Ox, + S. (2.33) 
aV; 
这 里 Sk = P,- Dy, P= ri 37 FERM, De = pe 为 耗 散 项 ,另外 
} 
1 Tr ak r 1 ™ a + 
T, =- k V; Tp VP 二 = FAV: Vr, 
AP BOR. — A 
_ PT) OR 
因此 , mei oo RE ATI ERA ED 
Ək Ok 9 HT, Ok 


HE, di i AEG iF RER RA Ps SH PB 
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O VERE e 的 方程. 取 N S 方程 的 矩 , 即 令 2 CLONY =0. 由 此 得 到 的 方 各 
EMILY AG 项 者 是 未 知 数 ,主要 通过 量 细 分 析 BA SR BL BEE 


一 般 采 用 的 形式 为 


OE De _ .9 BT, Oe 
ae + pV; Br, = ar ble + 5) agl Se (2.35) 
~ € (ne¥; 


2 
这 里 S, =P. 一 DD ,P= Capri Ss EMBL, D, = Cao E AERD. 由 于 模拟 的 项 较 
J 


多 ,所 以 该 方程 的 精度 较 低 . 

D) 封 闭 常 数 .将 上 述 寞 型 应用 于 已 经 知道 解 的 简单 清流 流动 问题 (均匀 庙 流 的 误 减 、 
Er A ELE im pi .壁面 附近 的 对 数 率 问 题 等 } 再 加 上 一 些 数值 考虑 , 便 可 以 确定 库 流 模型 中 
的 常数 .对 于 标准 的 让-e 模型 ,有 

Ca = 1.44,C2 = 1.92,C, = 0.09,0 = 1.0,0 = 1.3. 

N-S 方 程 与 上 &-e 模型 方程 必须 耦合 求解 .上 面 的 有 -e 模型 具有 下 面 的 特性 ; 

D 它 可 以 模拟 屋 流向 济 流 的 转 接 ( 数 值 计 算 中 要 求 网 格 十 分 密 );a) 在 层 流 区 域 ， 
-Ee 模 型 仍然 成 立 , 此 时 S,<O 并且 S, <0; b) 在 临界 雷诺 数 附 近 , S, >0,S, <0, Mi 
流 务 性 系数 急剧 增加 ,这 表示 转 所 出现; c) 当 & 继续 增加 时 ,se 方程 中 的 生成 项 占 主 导 地 
位 ,使 s 得 到 放 太 ,从 而 使 上 方程 中 的 生成 项 与 耗 散 项 获得 平衡 , 层 流 向 淇 流 的 转 按 完 
成 ,但 计算 中 效 得 的 临界 雷诺 数 与 实验 结果 相 比 有 很 大 区 别 . 

2) 对 丁 低 雷 庄 数 (本 章 末 有 雷诺 数 定义 ) 流 动 ,尤其 是 壁面 附近 的 流动 ,上 述 异 型 要 
作 低 雷诺 数 修 止 .最 简单 的 办 法 是 在 pr ALS, 的 方程 中 引入 衰减 函数 ,可 以 参阅 (Wileox， 
1994), 例如 经 可 压缩 性 修正 后 ,Hewang & Lin(1998) 的 低 雷 诺 数 模型 为 


Ook YA 2 Mm, Bk) lð; k Be 
at dr ay LO + ae] -3 aa Br) tS (2.36) 
Ope Vit _ a w dE OB, E 
a On By, Oly | a Bx, |T Bx, P Sa +S.. (2.37) 


bg 
HE 


ay, _ 
S, = th? 3 p(E +6), 
È 1 ar, e 


x E novi n g? 
Se = Caf ary Or ~ Cafe 7? , 
J 


€ =€-€&, 
e= 2 (228) ， 


my = (RS ENC), 
C, = 0.09, Ca = 1.44, Ca = 1.92, 
f, = 1- expl- 0.013, — 0.00873), 
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a, = 1.4—1.1exp[— (yA10)], 

ga, = 1.3-—1.0exp[—- (4,710)], 

fia life = 1. 
这 里 oy, = y/ V ORSE) V OR/E H Taylor 微观 尺度 ,y 到 壁面 的 距离 , Hwang-Lin 
(1998) EHE EE PG Ba R N BR EER AN] E AA a a ad a SAY, (EO) E 9 a a th A B 


较 好 的 结果 . 
AAN, AY A Sa HEB IE SG, Launder & Sharmaf1974) 的 低 雷 诺 数 模型 为 


ak Vk a "v, Ək 

a aa, T ag PO toa) ar * Se (2.38) 

aE pV,E ə az. 

| t = +) AT] +j. . 
Or ao D> ar, + Sets (2.39) 


这 里 
Ti 


、 ƏV; 
S,= ft (T Br, 7 ele +e), 


2 


€ " ƏV; . 
Se 一 Cafi ra Or 7 afp T, 
J 


E =e-e€, 

ave’ 
= 2y( Ove 

E€ Dy 


vy = (KZ ECF, (Rr), 
C, = 0.09,C = 1.44,C = 1.92, 


_ 3.4 
Fu = exp Rr |， 
(1+ 30) 
a = 1.4, 
a. = 1.3, 
fi = i, 


fo = 1-0.3exp(- RZ), 
J=- ya (Al Vi). 


2 
这 里 令 Rp = 2 AE. 
3) 该 模型 属于 刚性 问题 , 即 存在 可 能 趋 于 无 限 大 的 源 项 ,在 数值 计算 时 需要 进行 特 
PRS H. 
4) MRS w=e/k WEAR SiR A RAR, RS w 的 方程 . 令 pp = 
k/w, SUE AL ALT LAS R 


p & + py, ses = ag te + on yer) Sn! + Si + 其 他 将 忽略 的 项 ， 
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Ow ay 3 ,oe i 
p at + ey; ax; 一 Bx, tM 十 By ty) az | + Sa + 其 他 将 忽 覆 的 项 ， 
这 里 


a = (el 一 1， 
B= Cotce 一 1)， 
o = 1/2, 
a, = 1/2, 
zj = 0.856. 
5) AREN By ey He Wie A) itd Bt Se HFN A. TES BT HE A, LK SK) 
后 ,一般 可 以 取 
kæ = 10° - 10 Cup) = 104-107, 
2 


6) 在 固体 边界 上 ,一 般 取 =0,e = eu = 2y (2) 


2.2.2.4 汕 流 高 级 模拟 


基于 雷诺 平均 的 宙 流 模型 对 于 一 般 潮流 问题 误差 较 大 , 测 流 计算 很 难 从 根本 上 获得 
突破 .如果 有 足够 的 计算 条 件 ,可 以 在 更 宽 尺 度 上 计算 举 流 ,如 大 澳 模 拟 LES(Large Eddy 
Simulation) 与 直接 数值 模拟 DNS (Direct Numerical Simulation). 

在 大 涡 模 拟 中 ,网 格 划分 得 足够 细 , 将 大 于 网 格 尺 寸 的 ( 非 定 场 )( 涡 ) 结 构 直 接 算 出 
来 ,而 更 小 的 涡 则 通过 前 面 类 似 的 方法 模拟 , 与 前 面 的 雷诺 平均 不 同 , ARR PRE 
要 直接 计算 的 涡 的 尺度 对 N-S 方 程 采取 某 种 洗 波 处 理 , 使 得 对 于 大 泣 方 程 是 “精确 的 ”， 
而 小 渴 的 影响 会 以 某 种 需要 模拟 的 项 出 现 .由 于 只 需要 模拟 更 小 的 涡 , 所 以 精度 比 前 面 的 
雷诺 平均 方法 要 高 . 

在 直接 模拟 中 ,构造 尺寸 接近 Kolmogorov 尺度 的 网 格 ,直接 求解 原始 的 非 定常 N- S 
方程 ,初始 扰动 可 以 通过 给 随机 扰动 实现 .计算 过 程 自动 出 现 流 动 线性 失 稳 、 层 流向 消 流 
过 渡 的 非 线 性 过 程 和 潢 流 充 分 发 展 后 的 变化 .这 要 求 网 格 尺 寸 足 够 小 ,储存 的 数据 特别 
多 ,最 后 需要 进行 某 种 统计 处 理 才 能 使 用 , 由 于 计算 条 件 的 限制 ,直接 数值 模 氢 方法 只 对 
于 一 些 简单 小 扩 才 问题 有 效 . 另 外 ,直接 数值 模拟 可 以 用 来 计算 理想 化 问题 ,所 获得 的 数 
据 可 以 用 来 研究 迹 访 物理 问题 和 改进 濡 流 模型 . 

还 有 一 种 工程 师 式 直接 模拟 方法 ,对 于 任意 复杂 疝 题 ,将 网 烙 按 计 算 条 件 则 分 得 最 细 
〈 而 不 是 根据 涂 流 最 小 尺度 ) ,直接 使 用 原始 的 非 定常 N - S 方 程 进行 计算 ,不 使 用 任何 测 


BOE MAI ETERRA IH ARN 7e 


流 模 型 . 这 实际 上 类似 于 太 涡 模拟 ,只 是 小 涡 的 影响 不 考虑 了 了. 


2.2.3 ”相位 多 尺度 问题 :多 相 流 运动 模拟 
2.2.3.1 界面 运动 模拟 


在 任意 时 刻 , 如 果 知 道 所 处 位 置 属 于 何 种 流体 , 便 可 以 确定 流体 特性 .如 果 在 N-S 
方程 中 考虑 了 流动 特性 的 变化 , 便 可 按 单 相 流 问 题 求 解 . 在 初始 时 刻 , 不 同 流体 占据 的 位 
置 是 给 定 的 ,如 果 能 找到 流体 分 界面 (以 后 简称 界面 ) 的 位 置 , 便 可 以 确定 不 同位 置 不 同时 
刻 流体 的 特性 .另外 ,界面 上 还 存在 表面 张力 , 它 与 界面 的 形状 有 关系 . 有 了 界面 位 置 和 形 
状 , 便 可 在 N-S 方 程 中 添加 体现 表面 张力 影响 的 源 项 .这 里 考 虚 的 模型 可 以 用 来 模拟 液 
滴 在 气体 中 的 变形 .界面 的 稳定 性 等 . 


1. 界面 运动 方程 


先 考 虑 单个 界面 [sw 人 ti) , 它 将 属于 流体 a 的 区 域 O OMETA b 的 区 域 Olr) 
分 开 , 由 关系 式 
é(x,y,2,t) = 0 


fide + fdr + 多 dy + fdz = 04, + 4, dz + 4,2 +$, dz = 0. 
由 于 界面 移动 速度 等 于 流体 速度 ,因此 


成 而 界面 满足 方程 
f, t ub, tuh, +wp, =0, v= 0. (2.40) 
如 果 把 PCr, yc, MARR MES ABA FAS pry z AME 
点 不 变量 , 即 跟 随 流 体质 点 上 不 变 , 那 么 (zyyzt) 便 处 处 满足 方程 (2.40). 设 为 恰 
GAMA RE, WAV EHTS n RELVI] =y t BRR RED 
FFn. FRA 
V-Vée= Fn. V¢la= Fy I VEO l. 
因此 方程 人 3. 和 ) 也 可 以 写成 
由 + Fy v= 人 0. 
HA i SO RF Hamilton-Jacobi 类 型 方程 . 
如 采 与 连续 方程 三 合 , 则 上 述 方程 也 可 以 写 为 
Cof) + (out), + (po vb), + (pw), = 0. {2.41} 
如 果 定 文 初始 条 件 
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@(r.y.2,0) 0 Croy. 2 E10), (2.42) 
é(r,y.2,0) =0 Cr,y,2) &T,,00), 

那么 ,通过 求 方程 (2.40) ,所 获得 的 WEz ,yszyt 对 任 一 时 刻 仍 然 满 足 
oe (ryz) E O10), 


ee <0 (ry,z) EE 0,00), 


O(a.y.2,0) >0 (ry 2c} ECB), (2.43) 
$ir yrst) =0 (ry,2) © Talt). 
方程 (2.40) 可 以 与 N-S 方 程 联 立 求 解 . 上 述 这 种 确定 界面 位 置 的 方法 称 为 等 高 集 方法 
{Dervicux & Thomasset,1981;Osher & Sethian, 1988 ; Mulder et al. ,1992). 
WRA N > 2 MALE, ll BE a 2)... Ont). FERPA ELE a 和 5 
Zi RY Ty (2) SERA (2) ELFARO ryt). A PESER E 
界面 位 置 {Merriman et al. ,1994) : 


$+ ub, tug, +w =0, (2.44) 
< ü (zyr) E 人 (0)， 
HO Cr y.2.04>0 (r.y) E m0), (2.45) 


=0 (a,¥.2) € Ty), 
<0 (zyr) € Q(t), 
HD e yz, 2) S> 0 (ze) E Mir), (2.46) 
=0 (2,y,2) E Tale}. 


显然 对 于 N Aik, — se RR 

(N-1)+(N=2) +... +1 = 3(N- DN 
PEM. SR BRM RRS PRAT, HS FRAT. 
2. 界面 受 力 分 析 


有 了 等 高 集 函 数 ,界面 位 置 和 一 些 和 参数 可 以 求 出 来 , 首先 ,界面 的 单位 法 向 量 jn = 
(Hey My ne)( 这 里 不 关心 指向 孵 … 边 ) 为 
ee oZ% $, y 
VEEE (ae PR NVE R - 
可 以 证 明 , 异 面 曲率 e 可 以 由 下 面 关 系 式 求 得 : 

K=- Ven. (2.48) 
显然 ,站 洛 法 向 不 变 , 只 可 能 沿 界面 的 切 向 s 存在 变化 ,因此 k= -Vn Ee 
量 p(x ,y,z,t), 沿 界面 法 向 梯度 定义 为 

Vp = n(n YOY, 


nn = 


(2.47) 


ey UO) fe) $5 TEE A A 
Vw 一 (V ~ Valg 
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记 p 为 压力 ,a ARK A TE BP PA TT AEE oe ER. 并 记 
H= p% — p% + gk. 
界面 受 力 平衡 方程 的 三 个 分 量 ( 第 一 章 ) 为 
Hn, =e, ° Vio t (2 — On, + (ri 一 yn, + (ri — Hy, 
Hn, = ey* Via t (rc 一 rH Yn, + (re? 一 rW ) ny 十 (rf) 一 rn, 
Hn, = e,- Veg + lr? -r nt (ri? 一 TO Yay + (rh? — en, 
在 法 向 n 和 某 一 切 向 s 的 投影 分 别 为 


,OVD BY 
=2n"n an 24 7n Bn 


+ Aloe. po. yey. yl) (2.49) 


a ayt ayt aye) ayt 9 
p‘ {n as 7 8° On j- O(n "es 1S On fo as (2.50) 
mA A= -4 H 


把 表面 张力 看 成 体积 力 ( 溪 加 在 N-S 方 程 动量 方程 的 右边 ), 可 以 表示 为 (Brackbill 
et al. ,1992) 


F = 3(#)onn. (2.51) 
这 里 
0 $0 p 
a = | go gi] 1,80) = he >o. 
3. 界 盏 调节 处 理 


在 实际 计算 时 ,很 难 把 界面 看 成 几何 上 的 (无 限 游 ) 曲 面 ,而 把 它 看 成 有 ERE, AH 
点 的 界面 称 为 薄 层 ,厚度 一 般 为 栈 个 左右 网 格 尺寸 或 与 等 高 集 函 数 联 系 起来 .各 种 物理 特 
性 ,包括 表面 张力 在 该 薄 层 中 按 一 定 规律 分 布 , 既 在 宏观 效应 上 等 价 于 无 限 薄 界 面 ,又 在 
数学 上 满足 适 定性 等 要 求 , 而 且 在 数值 上 容易 处 理 . 


首先 定义 函数 总 
0 $> La, 
r + cos( 3) 1$ | 
显然 8 满足 
ELOTT =], 
于 是 表面 张力 可 以 表示 为 
F = 8e($)oxn. 
对 于 尾 一 物理 参数 o MARAE) BSR HAH 
ye $p- te, 
pi) 1 
ete ew Ft yy BO 
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因此 要 求 在 有 限界 面 边界 上 取 p= +4 75- 在 给 初始 条 件 时 ,要 求 等 高 集 函 数 与 界面 的 最 


二 归 坎 成 正比 .在 其 他 时 刻 也 景 好 合 等 训 集 本 数 与 该 距离 成 正比 , 即 可 以 调整 等 高 集 函 
数 ,使 关系 式 

Vé=1 
WE (Sussman et al. ,1994). 


2.2.3.2 液 滴 或 固体 颗粒 在 气体 中 的 运动 


1. FREMA E 


FE 7 BETR ARA E Eh Ses PPR PETE h RES E E 
和 能 量 交换 . 


令 di ARMEE AB). o 为 密度 、Vi 为 速度 、T ABR Rm = 
Pig 1 x 中 为 质量 ,对 于 环境 气体 , 令 o 为 密度 、V ARR, p JEN. T, 为 温度 .在 考虑 


HAGAN EDL FS in = St 了 RA HE T; 为 液 滴 表 面 温度. 渡 滴 运动 的 三 个 基本 方程 为 
(Bracco, 1985) 


dd; 2 > 

Gt xan” FE), (2.52) 
Mi 7 动量) ， (2.53) 
Te gle mL) + ZT, - T.) (ŒE). (2.54) 


这 里 
1 x 
F; = 3 Pg Ca Ap | Ve 一 V; | (V,- Vy), 


3 _ 2475-265, La-12p,4 
Pa A EH EREN , Ca = fo O +8, Re ?了 ) 为 阻力 系数 ， 


DARRENA, A = xr? 为 液 注 迎 风 面积 , A, = der? 为 液 滴 表 面 面 积 , R= 
Me MA ym RTA, = 0; (2+ 0.608 Re Fr BIB 0, 为 气体 
栖 积 浓度 ( 即 气 体 占 的 局 部 体积 比例 ) ,上 为 液 清洲 热 ,x。 为 气体 热传导 系数 , Pr 为 气体 
普 朗 特 数 . 

液 滴 的 蒸 化 速度 可 以 采用 下 面 的 Spalding 模型 (Kanury,1977) 计 算 ; 


m= A, krlntl + B}, (2.55) 


Kg 


Ky 
Q = A A(T, - TƏ), k = 2 
1 


= PE) 2.56 
Ky crdi ( ) 
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一 一 -一 


a. — °F A I- _ Yous — Ye 
1 
Yous = WA (2.58 
Me Pe 
M, Pos 
Pos = Ciel 2) Clausius-Clapeyron 关系 . (2.59) 


这 里 cp 为 气体 定 压 比 热 , M, 为 气体 分 子 数 , 户 为 气体 压力 , cp 为 液 清 定 压 比 热 , M, 为 
液 滴 分 于 数 , Y, 为 气体 中 燕 气 (体积 ) 浓 度 ,Y, 为 恤 和 车 气 浓度 p, NARA, C, 和 
C; ARR. 

将 (2.58) 至 {2.59) 代 入 {2.57), 便 得 确定 液 滴 表 面 温 度 T, BA AT RARE, 
便 可 计算 如, 从 而 得 出 燕 化 速度 . 

在 实际 问题 中 ,往往 存在 大 量 的 液 滴 ,不 可 能 计算 每 一 个 滚 滴 揭 运 动 , 此 时 一 般 采 用 
Sik POPE. 它 的 基本 思想 是 这 样 的 ,假设 液 滴 遵循 某 种 分 布 规律 f= (di, Vax, 
TO- BB Adi Vi,x,,T RRB dj) BEA ,位 置 为 x, ,温度 为 T, HR A H 
现 的 概率 密度 , 这 种 分 布 规律 一 般 事先 给 定 , 一 般 只 需要 给 定 初始 时 刻 的 分 布 .在 初始 时 
刻 液 滴 处 于 确定 的 位 置 (如 喷 口 附近 ) ,并 且 速 度 可 能 为 常数 .因此 分 布 函 数 往往 只 是 直径 
(半径 ) 的 函数 .对 于 许多 问题 ,f 满足 下 面 的 Rosin-Rammler 分 布 规律 (Williams,1965) 

flr) = arfexp(- dr?). {2.60} 
-RR b=1, 面 系数 4,c Md 由 下 面 的 关系 式 确 定 : 


[foddi = 1 (H-E), 


| rfar, = T (平均 值 定义 )， 


aftr) Ir = rmax = 0 最 大 概率 条 件 ， 


这 里 ri 为 平均 半径 、 所 大 要 可 由 的 半径 .由 此 得 
me 
ri F fmax. 
crl 

ry 

at} 
Me + 1)° 
BERRA aves N (往往 为 百 万 量 级 ) 已 经 知道 .计算 时 只 考虑 -~ 组 数量 有 限 的 离散 液 
Hong =1,2,... ,Na( 往 往 为 数 千 量 级 ), 每 个 离散 液 滴 对 应 随机 半径 rf" 并 县 代表 一 定 
BCE ATSC ERO NG = N/ANy. 随 机 半径 为 满足 分 布 规律 (2.60) 的 随机 函数 Rj, 从 而 对 
应 大 了 和 倡 的 半径 取得 越 多 .假设 均匀 分 布 的 随机 责 数 为 RR,( 一 般 计算 机 能 自动 生成 ), 则 


C 


d z= 


a = 


D SBP AIEA AAR R. AR ALE. 蒙特 - 卡 罗 方 法 即 为 随机 方法 . 


:82 ， 1H RB AEBS 


可 以 按 下 式 确 定 随机 函数 R: 


i 
e ls Ferran dR, FRY 


2. 气体 运动 方程 


采用 积分 形式 .方程 与 单 村 流 基本 相同 ,只 是 增加 了 气体 体积 浓度 的 影响 和 四 质量 
动量 与 能 量 交换 引起 的 源 项 .采用 积分 法 ,得 密度 ,动量 ,能量 所 满足 的 方程 


d 
$j opan = $ a, OlVs — Vy) + ndë, 


d 


AN eV,d = ETA 一 V,) + add +f 4, oF dQ 


一 a, pad + $ or -ndd + Sy, 
d 
| apean = È 9,0 (Vs - V,) + ads + | ar - Fdf 


+ 中 OV, (P njdd + $ bsa “nd + Sp. 


信 得 注意 的 是 ,动量 方程 中 的 压力 的 项 与 其 他 项 不 同 ,气体 体积 浓度 因子 在 积分 号 外 面 ， 
如 果 OK, BBA HY ELS 


o$ penz = È spanz. 

如 果 需 要 考虑 气体 各 种 组 分 浓度 的 变化 , 则 需要 补充 浓度 的 运输 方程 ,假设 气体 是 由 
d 种 不 同 气体 组 成 ,气体 的 质量 浓度 ( 即 单位 质量 的 气体 中 气体 i 的 质量 ) 记 为 Y . 则 
浓度 所 满足 的 方程 为 

Sel pen oY:dn = OpYi( Vs 一 ¥,) + add — $ p -nd + Sy. 
上 式 中 右 端 第 一 项 为 对 流 引 起 的 变化 .第 二 项 为 分 子 扩散 引起 的 变化 ,第 三 项 为 相 变 或 化 
学 反映 引起 的 变化 ,扩散 项 类 似 于 粘性 扩散 和 热传导 ,其 中 忆 由 菲 克 定律 
D =-T, VY; 

确定 ,了 为 扩散 系数 .有 了 各 组 分 的 浓度 ,可 以 用 标准 软件 (如 CHEMKIN) 确 定 混合 气体 
的 各 种 物性 参数 和 化 学 反应 速度 . 

源 项 (不 考虑 化 学 反应 ) 表 达 式 为 ; 

Sy = PI Fr + mVe), 


Se = $S- F; 站 Vi + mS I V; 12 + cyiT,) tAAT, 一 T;)), 
nts) 


tan 
Sy = Mi. 
nts} 


这 里 的 求 和 表示 对 所 有 处 于 控制 体积 中 的 滚 清 求 和 . 
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2.2.4 特征 多 尺度 问题 :高 低速 问题 统一 处 理 


如 果 马 赫 数 M= | V | fo 极 小 ,方程 的 求解 可 能 存在 如 下 六 个 问题 : 

1) 雅 可 比 和 矩阵 的 最 大 特征 值 与 最 小 特征 值 的 比 (| V1+a}/Vl=1+M 很 大 .这 
种 方程 为 刚性 方程 ,求解 时 容易 出 现 不 稳定 或 误差 特别 大 . 

2) 由 于 计算 过 程 的 时 间 推 进 受 音 速 的 限制 ,对流 项 引起 的 变化 十 分 缓慢 . 为 了 获得 
对 流 引起 的 宏观 变化 ,必须 进行 长 时 间 的 计算 ,使 计算 量 特别 大 . 

为 了 简单 解决 上 述 问 题 并 获得 各 种 速度 情况 下 的 统一 方法 ,可 以 采用 条 件 化 预 处 理 
方法 (Turkel,1998). 利 用 这 种 方法 ,可 以 通过 求 可 压缩 N-S 方 程 获得 不 可 压 流 的 解 .由 
第 三 章 3.1 节 知 ,在 许多 情况 下 ,不 可 压缩 流 可 以 大 成 可 压缩 N- S 方 程 在 极 小 马赫 数 下 
的 解 . 

先 考 虑 基本 变量 形式 的 酌 拉 方程 (2.21). 将 方程 修改 为 

QTV, + AV: + BV, + CV: =- Vy. (2.61) 
这 里 QU BTA AR AEE EARE, ET QA,, QB,, QC, 的 特征 值 之 比 均 保 
持 工 的 量 级 ,方程 左边 第 一 项 为 虚拟 时 间 步 rz 项, 如果 方程 针对 AB V. 一 0, 则 上 述 
方程 的 解 退 化 为 原 方 程 的 解 . 收 伍 之 前 的 解 称 为 预 处 理解 ,收敛 后 才 为 物理 解 . 比较 简单 
的 选择 是 


pe 8 9 0 8 
“me, 1 9 0 0 
-1 _ 
Q -~"- 010 0 
+p 
RTU 
-4 001 0 
BZ p 
0 0001 
2 2 
T oo o -i 
a a 


a” p pa 
Q = a av ’ 
a, O10 Sa 
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这 里 ,8 和 5 为 可 调 参 数 
B= a°,8=0-1a =0-1, 
HE FT EEE QN, = QCA, n, + Bon, + Cpn;) 的 特征 值 为 
Ao = Venu, 


3 
a= FV nt Vn tA et)), 
a 


一 一 
A= FV en 221 Ven |? + 46M2Ul - eat), 
这 里 z=l-at+tf Ma. 4 Ma0, É 


Ae Ve aC ~a)+VQ—-ay 4), 
A+ Ve n-a) -VG a) + 4). 


因此 ,无 论 马赫 数 多 小 ,最 大 特征 值 与 最 小 特征 值 之 比 为 
às 1_a+VI-ata. |26 a=0 
A la- Vi [to asl 
而 没有 条 件 化 的 方程 的 雅 可 比 矩阵 的 特征 值 之 比 在 马赫 数 趋 于 零 时 趋 于 oo， 
如 果 把 满足 条 件 化 巴 处 理 方程 的 解 定义 为 预 处 理解 , 则 可 以 用 下 式 定义 所 谓 的 预 处 


理 马赫 数 ; 


2a 2 a=0 
Mp = -5 . 
+ 一 1 a=l 
FA Ah BS ARR L, TL Ah Be ee Be By EB BS HH BH , TRE Hb EY 
激 波 ， 
由 于 其 简单 性 , 往 后 我 们 选取 a =0,8=0, 此 时 


M2 
Pw eBM? 0 0 0 
QA -l 3 u 00 0 
让 
0 0 u 0 0 
0 0 0 u 0 
0 0 0 O u 
Me 
ero 0 pA? 0 0 
0 v 0 0 0 
iB, = 
QB, $ 0 v oof 
0 0 0 oÙ 
0 0 0 Oy 
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BM? 2 
mw 0 0 pM 0 
0 w 0 0 0 
QC, = 0 O w 0 0 
L 00 w o 
p 
0 0 9 0 w 
2 
4 9-9 G=0-1, EH 
a 
AV, Goan, Bo a’n, fo a*n, 0 
i ov, 0 0 6 
P 
QN, = “ns 0 V, 0 0 
La 0 Va 0 
p 
0 0 0 Va 
对 角 化 , 即 求 对 角 化 矩阵 LAL! 
QN, = LAgL'. 
这 里 
An = diag(Ag,Ag,AgsAasA_). 
用 前 面 类 似 方法 ,得 
0 T My Ry 0 
0 一 4, 0 Ar 
L! = 0 0 一 Ry ny (2.62) 
$, (À~ V,) f, do a’n, $i Op a*ny $, bo a*n, 
#_(A_— V,) $- Ooa?n, $ Opan, $ ioan, 
0 0 0) plà Vides pla_- Vad- 
— Ry — A 0 Hy n- 
L= | a, 0 一 Xs, nypa n- (2.63) 
9 ny ny ny nap- 
A TA, hg 0 0 
这 里 
1 
$ = p= + 
' Voa V) + Goa 
$ =y l 


O MoA- VF + Goa? 


» RG HE wtih AFA 


(2.61) RL Ay, tF 
AyQ AVW, + Ay(A,AVW, + B, AW, + C, AvW,) =- W,. 
Ee CSF TEE oh FS RE ES PP A N- SHE 
Pw. + FO + G + HP = RY) + G+ HOO O- W,. (2.64) 
这 里 ,条 件 化 敌阵 P= Ay QAy! 的 表达 式 为 ( 记 Z= 5 + 2M?) 
BM; 


1 
E 0 0 0 


a | 


“Z| e 0 0 0 0 
2 oO -Allo 1000 
P= a 9 0 -5 0 0100/4" 
a 0 0 p -2 0 0010 
2 2 
st m w mw Ig 9 9 04 
8 0 0 0 -5 Ly -Yu -yv -Yw ¥ 
总 6 0 0 -4 - 0 0 0 
= | 总 9 0 p 0 -3 -2 0 > 0 0 
me 0 0 p -3 -5 0 0 5 0| 
学 pu pu pw -W Le-a — yu -Yv -yw Y 
14405 -740 -733 -740 ZF 
zoug 1-242 - Žuvő -Zuwð — Lud 
=| E225 hm? 1-409 -Bud bei 
zewg - Kran - wo 1- Zura wd 
Ze 6 ~ Zu Ê - Zé — Zw 6+ FM 


对 于 N= An, + Bn, + Cn, A 
PN = Ay QAVAV NAV = AyLAgl Ay. 
即 
PN = TANT È. (2.65) 
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这 里 T=AyL,T l=L 1Av!. 


2.2.5 影响 多 尺度 问题 :无 量 纲 化 处 理 


在 计算 时 ,-- 般 将 方 程 写成 无 量 网 化 形式 ,从 而 每 个 参数 都 具有 量 级 OLL]. 此 时 方 
程 中 将 出 现 . 些 无 莉 网 化 参数 ,如 马 薪 数 和 雷诺 数 等 , 这 些 参数 的 大 小 衡量 了 各 种 影响 
《如 惯性 广 影 响 .压力 影响 和 黏 性 力 影响 ?的 相对 重要 性 ,不 同 的 流动 条 件 可 以 通过 改变 无 
最 纲 化 参数 给 定 . 

将 任 - -物理 基 四 (时 间 EA .速度 .密度 .温度 JE SS RUBS EO", BA 
无 量 岗 化 物理 量 6(= 0/6") ,方程 变 为 无 量 网 形式 ,将 出 现 某 些 由 参考 量 组 成 的 无 量 网 
参数 (马赫 数 BRS). 

一 般 给 定 部 分 参考 量 和 某 些 无 量 网 参数 ,其 他 参考 重 可 以 通过 无 量 网 参数 的 定义 导 
出 ,下面 是 一 般 需 要 使 用 的 参考 量 ， 


L 参考 长 度 ， :* 参考 时 间 ， 
p* | BEE, p” ”参考 压力 ， 
T’ ”参考 温度 ， U” SEE, 
u SEERA, of ”参考 扩散 系数 ， 
ch 参考 等 压 比 热 ，  “c BARE, 
kx” 参考 热传导 系数 ， k BEM, 
k* 参考 测 流动 能 ， “。* ”参考 洲 流 耗 散 率 . 
相应 的 无 量 岗 参数 有 
M = -V (马赫 数 )， 
J2 
P 
UL 


Re = (Bie), 


#42 
F. = ‘re (Froude 3). 


HAARET DHE HT. RR BARA, BRA EDEA AR = BE 
3.17). Bie T AREAS Wh, SRP TERA h, g tE EP De 
从 而 可 以 宜 接 求 欧 拉 方程 ,如 果 雷 诺 数 趋 于 0, 那 么 惯性 力作 用 可 以 忽略 , Froude 数 反映 
了 惯性 力 与 重力 之 比 ， 
一 般 直 接 给 定 马赫 数 MRR, 等 无 量 网 参数 和 参考 温度 了 * ,参考 压力 p* ,其 
他 参考 量 计算 如 下 ， 
+ P 
T'R 


M, cp = Y - 
p T 


+ 


{R 为 气体 常数 ,对 寺 空 气 R = 287), 


S 
I 


"BS + 


Ap 


ix 


这 里 
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o* =u”, h* = (U*Ë, 
Ry“ „L 
L p U~? t ~ ope? 
ke = (U77 "=X 7 
1 
Po My’ 
ae dev; _ 
ar az, TO 


DPV; , doViVi __ Apop) , Alri? + x) 


ot Oz, Ər, Ox, 
apE VH ə 


+ 


+ Vr + oP 
ar t ax, Tag St VG tra H 


1 2 
Ti OF 2urlsy -3 Bx, 00) ~ 3P kòy, 


e=cyl hk = e +4 = epT. 


对 于 HL 模型 ,无 量 岗 形式 为 


or 


Op E 


ƏV, 
4 oP" 


3 WV Ə we pT OR, 1 BKK DE 
+ = + +5 ， 
Or; ax Re Th Bx, 2 ax; Re E ar ) 


ar 


Ər, PTE] Ə; € Bk 
= aa R t a) ax! az, | 


dz; Re k Ox, 


)+ S. 


(2.66) 


(2.67) 


(2.68) 


(2.69) 


(2.70) 
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V, 
S; = oP - pol? +e), 
oV z2 

Se = Caf Ep a — Ce “RB? 

i Bx; 2fap k 
T =e-e, 
z= 22 (ave) 

Re oy ” 

oR? 
PT 一 Ca 人 

E 


C, = 0.09, Ci = 1.44, C = 1.92, 
fa = 1- expl- 0.01y, — 0.00833), 
op = 1.4-1.1exp[ — Cy, /19) J, 
a = 1.3 - 1.0expl- (4,/10)], 


f=l, =l, 
se = 2g (SF) 


1 
2 一 
这 里 y= yA) (k/Re ©), ASA Rer = Me „Re, = Beko 


以 上 的 无 量 岗 化 不 是 唯一 的 .这 里 用 时 间 尺 度 加 以 说 明 . 令 工 和 UU 分 别 为 流 场 的 长 
度 尺度 和 速度 尺 竣 .a 为 音速 ,v 为 分 子 运动 黏 性 系数 .于 是 人 们 可 以 用 下 面 的 三 个 时 间 
作为 时 间 尺 度 ; 

* 波 的 传播 时 间 ze 一 LAUta|; 

* 分子 扩散 时 间 ta~ Lys 

* Tat PERCE IB} tgs kre. 
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N-S 方 程 的 非 线性 部 分 的 处 理 属于 计算 流体 力学 的 关键 ,该 关键 问题 可 以 通过 可 压 
锯 欧 拉 方 程 来 研究 ,这 种 方程 在 数学 上 属于 双 曲 系统 . 双 曲 系统 的 数学 理论 已 比较 成 热 ， 
因此 本 章 讨论 不 局 限于 欧 拉 方程 ,而 是 针对 一 般 的 双 曲 芭 统 , 双 曲 系统 有 关 守 恒 、 和 固定、 歼 
RDM BE ARIRE PEA ESR. AERALAM RNASE A 
到 的 一 些 数学 概念 进行 了 简要 介绍 . 


3.1 非 线 性 守恒 系统 与 欧 拉 方程 


对 于 一 维 问题 ,一 阶 非 线 性 守恒 方程 系统 的 一 般 形 式 可 以 写成 


Oe OF) -0,zER,t>0 (微分 方程) (3.1) 


AY AA ee RA) w= wlr, ER” Am POR 
we = CD) iD nee al ye 
函数 =f w ER” BARE BH Ae EE. TE Ys A | RH 
变化 ,一般 情 况 下 ,f(zw) 是 w 的 足够 光滑 的 函数 ,并 且 满 足 归 零 条 件 
lim | FCw)| =0. 

也 就 是 说 , 通 量 是 出 因 变 量 本 身 引 起 的 , 因 变 量 为 零 时 通 量 也 为 零 ， 

因 方 程 描述 的 是 从 零 时 刻 开 始 的 未 知 数 变化 ,因此 必须 知道 未 知 数 的 初始 状态 ,也 称 
初始 条 件 

w(x ,0)= wo(r),rER. (3.2) 
守恒 概念 是 这 样 来 的 . 令 w EER PAA RER, BAG. DM x ER 积分 得 


| wz tdr = | wolx)de. 


于 是 ,| w(xz,t)dz 是 守恒 量 , 即 它 不 随时 间 变 化 . 也 就 是 说 ,虽然 因 变 量 的 变化 是 由 通 
量 函 数 引 起 ,但 通 量 的 空间 变化 只 引起 未 知 数 在 空间 的 重新 分 配 而 不 出 现 净 增 加 或 减少 ， 
系统 (3.1) 加 初始 条 件 (3.2) 称 为 初始 值 问题 ,也 称 柯 西 问题 .实际 问题 往往 定义 在 有 
限 区 域 上 ,此 时 还 存在 边界 条 件 .边界 条 件 将 在 本 章 稍 远 的 地 方 单独 讨论 
对 守恒 系统 (3.1) ,可 以 定义 如 下 的 展开 系统 


Se + Aw) EE =0, 2 ER, >0. (3,3) 
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df(w) _r af? 
ACw) = du! 7 Le |e ca aoc’ 
称 为 通 旺 抽 数 的 站 可 比 矩阵 . 以 后 将 知道 ,展开 系统 只 在 解 光滑 的 区 域 才 与 守 但 系统 等 
fr. 
S WwW=Wir, DADEG DRH w 为 一 小 扰动 .将 四 = Wt ww 代入 式 (3.1) 
中 ,使 得 线性 化 系统 


ow" Ow" _ 
ap TAW) =F 2 R50. (3.4) 
其 中 
-dA aw 
F= dw” ox’ 
为 源 项 , 令 A' 一 4 ，,V= 全 .不 难看 出, 存在 唯一 的 和 nx m EEB AE Aw V= Bw. 
于 是 有 
F=AwV= Bw’. (3.5) 


因此 , 当 非 线性 系统 线性 化 后 , 便 产 生 了 形 如 (3.5) 的 源 项 . 正 因 如 此 ,在 解 光 滑 区 用 线性 
理论 进行 研究 时 ,必须 在 线性 化 方程 中 添加 形 如 {3.5) 的 源 项 . 

在 线性 化 方程 (3.4) 中 ,如 果 将 W(x ,2) 的 值 冻 结 在 任意 的 但 国定 的 点 (ro, ty) E, 
则 得 各 应 的 常 系数 系统 


ow Ow" -= Bw IER, t>0. (3.6) 
t Ox 
以 后 的 部 分 理论 是 针对 常 系数 系统 建立 的 .最 简单 的 常 系数 系统 是 运输 方程 
t, tau, =Ù. (3.7) 
一 阶 非 线性 守 便 方程 最 简单 的 例子 是 无 粘 伯 格 斯 方程 
u, + (47) =0, (3.8) 


如 果 初 始 条 件 eC 0) = uolo ER RITE BETIS (3.9D u(t) =uy(x— ut). 
流体 力学 中 描述 可 压缩 无 黏 流 动 的 欧 拉 方程 是 最 典型 的 非 线 性 守恒 系统 , 它 包 含 三 
个 方程 


Lot 2 (ou) =0 (质量 守 但 )， (3.9) 
Sou) + ou? + p)=0 (动量 守恒 )， (3.10) 
2 (pE) + © (pull) =0 (能 最 守恒 ). (3.11) 


这 里 ,p 为 密度 ,p AIR, u AEE 为 总 能 , 互 AEE. AR RRR w=(p, 
pu pE) WASP ATE, WELL w= (lo, m, EY ERTER. 

A p SRE EAB e BA HBA TORRAS- EAA CESARE 
的 前 握 F, A 
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p= (7-1) E- Fa?) 
其 中 y 为 比 热 比 . 对 于 空气 ,一般 取 y = 1.4. 
男 外 还 有 两 个 常用 物理 量 :音速 a = v yp pW S= cyl E (ey 为 定 容 比 热 ). 
欧 拉 方 程 虽然 是 非 线性 方程 , 通 量 函数 却 是 齐 次 函数 , 即 Cbe) = 89f(w), 从 而 有 


fw) =Aw. 
在 一 维 变 截面 一 s(x) 管道 中 , 准 - 维 欧 拉 方程 可 以 写 为 
2 (as) + 2 pus) =0 (质量 守恒 )， (3.12) 
S (gus) +2 pu?s + ps) = ps, BET), (3.13) 
È (ks) + -È (pus) =0 (能 量 守 但) (3.14) 
该 系统 右 端 含有 源 项 . 


有 几 种 特殊 流动 , 欧 拉 方 程 的 前 面 两 个 方程 与 第 个 方程 可 以 独立 求解 .它们 是 


DERM e= = const; 


DERA: S= cln = const; 
3) Sein: H=h +Å u? = const. 


RERET FEB ES AEA FD 9 AS 2 SA AE Ea te EAR ESH. 
根据 所 选 未 知 数 的 不 同 ,展开 的 欧 拉 方 程 具有 不 同 的 形式 ， 


最 基本 的 是 守恒 变量 形式 
w, t Aw, 一 下 (3.15) 
这 里 w= (ww, w) = (oo yo) 即 为 前 面 提 到 的 守恒 变量 ， 
0 1 0 
a-l 6-5 BG-u -1 


(yu yuE ye -3 hw yu 


SP HE a kA RR PE HE E R OR E KR EAA 24, TET EY 
特征 值 在 本 章 所 考虑 的 方程 中 具有 举足轻重 的 地 位 .为 了 方便 求 特征 佳 及 与 之 相关 的 一 
些 参 数 ( 如 特征 矢量 ) ,可 以 把 展开 形式 转换 成 其 他 形式. 企 设 选取 we = we Ce ER 
数 , 则 新 的 方程 可 以 根据 下 面 的 思路 导出 
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f(w),=Aw, = —w,= -Bwu>wt+B Aw, =0>w + Aw,=0. (3.16) 
这 里 B= $ 钳 为 未 知 数 变换 矩阵 ,及 = 下 LAB A Dio HE DRAR Dy AE AT LEE 显 
RARA 为 相似 矩阵 ,从 而 具有 相同 的 特征 值 
最 简单 的 是 基本 变量 形式 
(wy), tA lwa) = Fp. (3.17) 


这 里 ws = (ou 六) ”为 基本 变量 或 原始 变量 ,由 实验 可 以 测量 到 . 基本 变量 形式 的 优点 
是 , 雅 可 比 矩阵 


x o 0 
A,=|0 u t), 

p 

0 m* a 


十 分 简单 ,便于 求 特征 什 . 
通过 量 纲 分 析 , 可 以 推导 出 欧 拉 方程 的 一 些 极 限 情况 . 令 压 力 为 密度 的 革 值 活 数 p= 
r(p}{ 正 压 流 体 假 设 ). 此 时 可 以 去 掉 能 量 方 程 而 将 欧 拉 方程 写 为 
Btuptonu=0, (3.18) 
plu,+ uul) + p=0. (3.19) 
这 里 为 了 方便 引入 了 上 标 ”. 
令 =Uu,e =Ro,p =Pp,z Lr, = Tr. 这 里 upo Ap 以 及 它们 的 微分 均 具 
有 量 级 O(1},U,R,P,L 和 全 为 尺度 参数 ,其 中 信和 P 满足 关系 式 P=r( 民 ). 定 义 尺度 


~_ UT _ {UPR 
Ik F= L 斯 托 努 哈 尔 数 ) 和 速 订 比 M = P (B8). 于 是 方程 (3.18),(3.19)7 可 
以 写成 
pi t Fup, + Fou, =0, (3.20) 


ou, + Fun.) +15 p.=0. (3.21) 


LAF 28 ROBE bh AR BE ENER: 
. 宏观 时 空 尺 度 问 题 ; 玉 二 O 〇 TL11( 一 般 非 定常 问题 )， 
© 微观 时 间 尺 度 ( 或 太空 间 尺度 ) 问 题 :F>0( 气 动 声 学 问题 或 快 非 定常 问题 )， 
， 大 时 间 尺 度 ( 或 微观 空间 尺度 } 问 题 ;F 一 {定常 问题 或 极 慢 非 定常 问题 )， 
“低速 问题 :Af 一 0! 低 亚 音速 问题 或 不 可 压 流 问题 )， 
“中 速 问题 :M = O[1]( 一 般 亚 足 超 音速 问题 )， 
。 高 速 问题 ;机 一 oo( 高 超 音速 问题 )， 
下 面 考 谍 几 种 极限 情况 下 的 流动 .注意 这 里 (严格 ) 假 设 流动 参数 处 处 光滑 ( 即 连 续 而 
且 导 数 分 段 连 续 ). 
高 起 音速 航 限 $ M 一 co,F->1., 此 时 方程 (3.18) - (3.19) 简 化 为 
prt up, + pu, =0, (3.22) 
ur + uz, =O. (3.23) 
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FERDA ARARE. ARA REERAA RRA RRL MARS 
物理 意义 .但 实际 上 它 描 述 了 高 超 音 速 极限 情况 下 速度 的 变化 规律 ,具有 了 明显 的 物理 意 
义 . 另 外 , 当 均 勾 音 速 流动 ( 弱 激 波 问题 ) 的 非 线性 效应 (如 气体 的 激 波 里 面 ) 点 主导 地 位 
时 ,也 可 以 用 伯 格 斯 方程 描述 (Shivamoggi,1998). 

不 可 压 极限 $p =pot Qe,|Q| 专 1. 从 状态 方程 有 


p= r6o)=r( pat Qr Cpo) + Q Se 


& p= pot Pp, RB 
_ dripo) —_ 
bo=rlpo).P Q dos e i p. 
将 
p =pot Qo, p = pot Pp, 
代入 (3.18) (3.19), 


pe +t Fup, + Fy, =0, (3.24) 
(pat Qolu, + FCuu,)]+ F Op. =0. (3.25) 
Fh ie BOE Joe BR EK AD A RD 四 
gia b Ap 
ep Ap’ 
从 怕 努 利 原理 可 得 
4 一 去 pu2， 


由 此 有 可见, 流体 密 度 的 变化 取决 与 当地 马赫 数 .在 马赫 数 很 小 时 ,密度 变化 很 小 .因此 如 果 
M0, IA Q0. 


取 MOAT Q0), F> a = 1, 此 时 方程 (3.24) - (3.25) $e 
u, =O, (3.26) 


u, + uu, +—+p,=0. (3.27) 
Po 


REA ERA. AEE MR LRA, AT a A SE Pe E phn 
FE HLS) AHR ER. Batchelor( 1967) A #84 67 AAA ,—- LP . AE ts SRB FO 
FA Sit Hy Hid BS Ee A PB BA VAR AT 9 it A a ES EO 
‘Eh ae OP BY eR OT SR RA T ee ER 
(Kreiss, Lorenz, Naughton, 1991). 至 少 在 等 温 假设 下 ,不 可 压 流 动 衫 实 可 以 看 成 是 可 压 流 
动 在 小 马赫 数 下 的 极限 . 因此, 人们 往往 通过 求解 小 马赫 数 下 的 可 压缩 流动 方程 来 近似 获 
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得 不 可 庄 缩 流动 的 解 .因此 ,只 有 癌 时 满足 斥 度 比 条 件 ,物理 条 件 和 数学 条 件 等 才能 把 不 
可 压缩 流动 和 低 切 赫 数 可 未 缩 流 动 等 同 起 米 .对 于 一 般 的 空气 动力 学 问题 ,往往 可 以 将 二 
者 等 同 蝶 米 .这 里 举 出 一 个 人 们 铬 悉 的 反例 . 考 虚 活塞 式 发 动机 的 压缩 过 程 (或 膨胀 这 
程 ) .活塞 的 前 进 速 度 为 10 米 每 秒 的 量 级 ,引起 的 气流 速度 也 是 这 个 量 级 , 属 十 低 速 问 题 ， 
按理 可 以 作 不 可 压缩 流动 处 理 .但 气体 的 密度 变化 在 10 倍 的 量 级 ,属于 可 压缩 流动 . 原 
来 ,气体 在 诗 缩 与 膨胀 过 程 ,有 类 似 于 志波 的 波 在 传播 ,部 分 属于 快 非 定常 效应 .而 上 面 的 
不 可 压 极限 推理 考虑 的 是 宏观 尺度 效应 并 且 假 滩 解 是 连续 的 . 
波动 方程 ”在 方程 (3.24) (3.25) 中 令 
Q-0,F 一 0,FQAMH a0, F/Q> B40. 


于 是 有 
ort pour =9,0= p; 
Pot, + ap, =0. 
在 上 .向 方程 组 中 消去 4 , 便 得 如 下 的 波动 方程 
Dr =E Prr. (3.28) 


其 中 c= 二 a ,a 为 音速 ,因此 波动 方程 是 欧 拉 方程 在 小 马赫 和 小 时 间 尺度 下 的 极限 
时 间 收敛 解 (定常 问题 】 Foo , 则 方程 转化 为 
(ou), =9, 
put dsp, =0 
这 时 间 题 不 随时 间 变 化 . DIE, 2 SS eh ei TE ERAR ROCO ea E 
够 长 的 时 间 流动 参数 不 再 随时 间 变 化 .如果 解 不 光滑 伺 问题 定义 在 有 限 的 区 域 , 则 在 适当 


的 边界 条 件 下 方程 的 解 经 过 长 时 间 变 化 后 收 敏 到 定常 问题 的 解 .这 就 是 为 什么 通过 求解 
非 定常 问题 可 以 获得 定常 解 的 原因 ， 


3.2 双 曲 性 与 适 定 性 


对 于 一 阶 微分 系统 , 双 曲 性 与 适 定 性 是 两 个 相互 关联 的 概念 .考虑 如 下 常 系数 展开 系统 : 
u,+Aw,=F,xrER,0< tT; (3.29) 
wir, 0) = wy rER. (3.30) 
其 中 ws wlr, ER”, AER”, 


3.2.1 Æ HH 性 


CRE A BRERA, 二 1 2 天. 由 让 鸭 梅 成 的 对 角 和 矩阵 记 为 4， 
定义 3.1 假定 A 为 常 系数 定 阵 . 
a) 如 果 A 的 所 有 特征 值 均 为 实数 , 则 (3.29) 称 为 弱 ( 广 义 ) 双 曲 系统 ; 


第 三 浊 ”流体 力学 方程 的 基本 理论 -97> 


b) 如 果 A 的 所 有 特征 值 均 为 实数 并 且 上 4 可 以 对 角 化 ! 即 有 m 全 线性 无 关 的 特征 向 
量 ), 则 (3.29) 称 为 ( 强 ) 双 曲 系统 ; 

cj 如果 A =A"( 从 而 存在 单位 矩阵 将 A 对 角 化 ), 则 {3.29) 称 为 对 称 双 曲 系统 ; 

d) 如 果 A 的 所 有 特征 值 均 为 实数 并 且 互 异 , 则 {3.290) 称 为 狭义 {严格 } 双 曲 系 统 ， 

对 于 非 线 性 系统 (3.1),A4 随时 间 与 空间 变化 ,从 而 系统 的 特性 可 能 与 空间 与 时 间 有 
闫 ,但 往往 要 求 双 第 性 条 件 处 处 满足 ， 

EM 3.2 考虑 解 区 间 wE .如 洒 对 所 有 we OE A RARE HAS 
HA A(rw) 可 以 对 角 化 , 则 称 系 统 (3.1) 为 双 曲 系统 . 

Hi SRA 


Ww, + 


Silk ERE A 有 两 个 实 特征 值 1ta 当 a0 时 ,相应 的 特征 向 量 (二 ,1)】 ,| 一 二 
线性 无 关 , 因 而 系统 为 双 曲 的 . 当 a =0 时 ,只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 矢量 (1,0)', 央 而 A 
不 能 对 角 化 , 国 系统 为 弱 双 曲 ， 

例 2 考 惠 欧 拉 方程 (3.15) 不 难 验 证 ,A(w) 的 三 个 特征 值 为 4D =e Au ba, 
AP = y-a WAR, AP <A CA ,所 以 一 维 欧 拉 方程 为 获 义 双 曲 系统 . 

双 曲 性 概念 的 引 人 有 其 明确 的 意义 

1) 当 解 连 续 日 处 处 满足 偏 微分 方程 时 , 双 曲 性 是 与 下 而 介绍 的 送 定 性 相关 联 的 . 至 少 
在 常 系数 时 , 冰 曲 性 是 与 适 定性 等 价 的 ， 

2) 这 里 讨论 的 是 一 阶 偏 微 分 方程 . 在 数学 物理 方程 中 ,把 二 阶 偏 微分 方程 分 成 双 曲 
型 .抛物 型 与 彬 加 型 三 类 ,- - 阶 双 曲 型 方程 与 二 解 双 曲 型 方程 不 能 说 没有 联系 .在 某 种 简 
化 前 题 下 ,一 阶 双 曲 型 方程 组 可 以 转化 为 -- 个 二 阶 标量 双 曲 方程. 最 典型 的 例子 是 前 面 提 
到 的 波动 方程 (3.28). 

3) 双 曲 性 定义 3.2 是 相对 时 间 的 .对 于 定常 问题 ,时 间 项 消失 ,此 时 原 双 曲 性 定义 不 
青 有 任何 意义 .例如 ,在 二 维 情况 下 , 欧 拉 方程 仍 是 双 曲 型 的 ,但 在 定常 状态 , 原 双 曲 性 定 
义 重 失去 了 意义 .特别 是 在 小 扰动 假设 下 ,定常 网 拉 方 程 可 转化 为 二 阶 标量 方程 (位 势 方 
程 ) ,在 超 音 速 区 为 双 曲 型 ,在 亚 音速 区 为 酉 圆 型 


3.2.2 适 定 性 


现在 来 讨论 (3.29).(3.30) 的 适 定性 问题 . 这 里 讨论 的 适 定性 是 针对 十 监 解 的 (与 往 
后 定 艾 的 弱 解 相对 应 )， 

定义 3.3 如 果 双 草 系 统 (3.1) 的 解 w 连续 而 和 且 ww 的 一 阶 偏 导数 分 段 连 续 , 则 zw 称 
为 古典 解 . 

从 数学 上 讲 , 适 定性 包含 三 个 基本 问题 : 

1) 解 的 存在 性 ;对 0<: 雪 工 , 柯 西 问题 (3.29) 03.30) 是 否 有 解 ? 

2) 解 的 唯 -- 性 :如 果 问 题 有 解 , 它 的 解 是 否 唯一 ? 
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3) 解 的 稳定 性 ;假定 对 固定 的 源 项 下 和 初始 值 wo, 柯 西 问题 (3,29)、(3,30) 有 了 唯一 
AR w. SE F A w 加 入 小 扰动 时 ,这 些小 扰动 对 解 ww 产生 什么 样 的 影响 ? 
解 的 存在 性 研究 是 纯 数学 上 具有 很 大 难度 的 问题 ,在 一 般 情况 下 ,还 不 能 证 明 流 体力 
学 的 基本 方程 是 否 有 和 解 . 纯 数 学 家 可 能 会 问 :既然 不 知道 是 否 有 解 ,为 什么 去 用 数值 方法 
求解 ?但 物理 上 我 们 知道 流体 力学 的 基本 方程 一 般 是 有 解 的 . 对 于 计算 流体 力学 工作 者 
抽 以 简单 认为 解 是 存在 唯一 的 .因此 下 面 简单 傻 设 解 存 在 唯一 ,只 考虑 稳定 性 , 即 把 稳定 
性 与 适 定性 等 同 起 来 ， 
这 里 只 就 古典 解 研 究 适 定性 .对 于 古典 解 , 非 线性 问题 的 适 定 性 与 线性 化 间 题 的 适 定 
性 密切 相关 .一 般 认 为 下 面 的 线性 化 准则 成 立 ; 
. BERR WREE w 附近 对 非 线 性 方程 线性 化 所 得 的 所 有 线性 方程 都 是 适 定 的 ， 
则 该 非 线性 方程 对 w 是 适 定 的 . 
如 果 方 程 具 有 常 系数 , 则 用 健 里 叶 分 析 可 以 方便 地 研究 适 定性 . 对 于 双 曲 系统 ,下 面 
的 局 部 化 原则 成 立 ; 
局 部 化 准则 如果 对 变 系 数 线性 问题 冻结 系数 所 得 的 所 有 常 系数 问题 均 适 定 , 则 该 
变 系 数 线性 问题 是 适 定 的 ， 
由 于 线性 化 原则 和 局 部 化 原则 (Kreiss&&Lorenz,1989), 下 面 将 只 考虑 常 系数 线性 系 
统 (3,29)、(3.30) 的 适 定 性 ， 
定义 3.4 假定 对 固定 的 下 和 ro, 柯 西 问题 (3.29) (3.30) 有 唯一 解 w. 如 果 存 在 
se >0, 使 得 对 所 有 的 满足 | OF | 2) + iso lye MICHA OF dw, AAD v, 
+ Av, =F +8F (v= wot dw) ABM Ow o- w 满足 情 计 式 
Il Sze |] o EKLE Il ay + | Se Lay), 
RAR MEE BK 与 扰动 太 小 无 关 . 
RE, | Sw day. LaF |] w, law 63) 为 某 种 范 数 .不 同 范 数 会 时 致 不 同 的 适 定 性 定义 . 
最 常用 的 是 工 ; 范 数 . 
EXIS 如 果 存 在 常数 Ko ,使 得 解 满足 | wl-.0) Ske" 上 w(xz,0) || , 则 称 柯 
西 问题 43.29) 3,.3 乓 是 适 定 的 ;如 果 存 在 常数 Ko 和 整数 g 宇 1 ,使 得 解 满足 w(t:,#t) | 
<Ke™ || wz .0) 上; 则 称 柯 西 问题 (3.29)、(3.30) 是 弱 适 定 的 ， 
对 空间 算 子 P(3/ez), 引 人 记号 P(ww)( 这 里 ,c=v -1). 于 是 ,对 于 初始 值 wo = 
eula), HE w, = P(a/ac)w WRA wlr, t) =e ay. 


对 于 方程 (3.29), 有 POr) =A È, Phu) Au? 


wola) = Fe] ce (wide, 


十 是 有 


wa) = Fee) gee awe. 


由 Parseval 关系 式 得 ， 
erst) = | e wo (ew) | cP | Hw) Il. 
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因此 如 果 存 在 常数 a, WIRA wER 和 20 RR eP lL Ke ,那么 
| wt) |} Ke || walao) || = Ke” || wo Il. 

因此 下 面 的 引 悍 成 立 ; 

引 理 3.1 如 果 存 在 常数 Kio ,使 得 对 所 有 oR AM 0 都 成 立 

| Pleo) |< Ke , (3.31) 

由 柯 西 问题 (43.29) ,(3.30) 是 适 定 的 . 

HO a PE AB TEER 工 , 使 得 LL 1AL = A, A =diag(A') A2 AP ) 为 
Ot FAA A; ER. 


从 矩阵 理论 知 :erar = LAL, | Ale! 4), |e] =1, 这 里 |4 | 为 矩阵 A 的 模 . 
A A=LAL 1 和 le “| =1 
ee 一 je 和 | = [perm “MS iE], 

取 a=0 和 天 = 所 | 二 ,由 引 理 3.1 知 柯 西 问 题 是 适 定 的 .同样 可 以 证 明 适 定性 意味 
双 曲 性 ,于 是 得 到 下 面 的 适 定 性 定理 ; 

定理 3.1( 适 定性 定理 ) 柯 西 问题 (3,29)、(3.30) 适 定 的 充 要 条 件 是 方程 (3,29) 为 
双 曲 系统 . 

辣 理 可 以 证 明 、 

引 理 3.2 和 如果 存在 常数 Ko 和 整数 4 六 1, 使 得 对 所 有 wER 和 0 都 成 立 

| Pom! |< KF wle, (3.32) 

则 柯 西 问 题 43.29).(3.30) 是 弱 适 定 的 ， 

定理 3,2( 恰 适 定性 定理 ) 柯 西 问题 (3.29)、(3.30) 弱 通 定 的 充 要 条 件 是 方程 
(3.29) 7755 HH ABE. 

在 《3.29) 中 添加 扰动 项 Bxw .此 时 P(e} = Aw + B, 

[ Powe] = | eight | = | Sem! oF) < | S| |S 6 ,a=|1B|. 

这 导致 了 下 面 的 重要 定理 ， 

定理 3.,3 令 (3.29) 为 双 曲 系统 . 则 在 (3.29) 中 添加 扰动 项 Bw 后 , 柯 西 问题 
{3.29)、(3,30) 仍 保持 适 定 ， 

已 经 知道 , 当 把 非 线性 方程 线性 化 时 ,产生 了 扰动 项 Bo. 由 于 扰动 项 不 改变 适 定性 ， 
所 以 线性 方程 的 结果 可 以 (基本 ) 推 广 到 非 线 性 方程 ,但 定理 3.3 对 弱 双 曲 系 统 是 不成立 
的 .因此 弱 双 则 系统 的 结论 不 能 推广 到 非 线 性 系统 , 这 就 是 我 们 要 求 -- 阶 微分 守恒 系统 为 
Hh BA A . 

例 3 SRR 14 a=-0H, RAH. MRR MRM 


[abs 


则 方程 成 为 
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tu~ il iat | 
Pw) =| 3 


tao 一 -~l 


有 特征 值 


àS iwl Ey - (+w talw). 
如 果 a 一 0, 则 对 于 足够 天 的 |w1 ,有 Reis|om| 二 从 而 解 w OSB PR ww, 1) = 


eo) He ie Tae tT oe 因此 ,本 来 绊 适 定 的 问题 在 加 上 挑动 项 后 便 
RET Sia eth. 


3.3 特征 线 与 黎 曼 不 变量 


特征 线 理论 包含 了 双 曲 系统 的 重要 特性 ,在 现代 数值 方法 包括 边界 条 件 处 理 中 占有 
重要 地 位 ， 


3.3.1 特征 天 量 与 年 阵 的 对 角 化 


SHE A 的 特征 值 为 4 人 5 ,大王 1,2, ,ma 对 每 个 特征 箱 AY ,定义 左 特征 矢量 I) 
《 行 矢量 ) 和 右 特征 矢量 POIRE) 
pA = ale plo Are) = 44) (4) 
由 矩阵 论 知 , 左 特征 矢量 与 右 特征 矢量 相互 正 交 , 即 


DrD =8,. 
令 工 和 及 分 别 为 左 特 征 矢量 和 右 特征 矢量 构成 的 矩阵 
po) 
7) 
= ， R=), e p= EOE 
om) 


则 有 
LA=AL,AR=RA. 
如 果 有 m 个 线性 无 关 的 特征 矢量 , 则 矩阵 工 和 民 Sa, MA 
LAL :=A,R IAR=A. 
对 于 欧 拉 方程 ,三 个 特征 值 分 别 为 
AV ay aP Sula, AV=au-a. 


相应 的 特征 矢量 各 分 量 为 
(= (I~ sD’, -二 (1- Du =al), 


D= |- ti -1 241 1- L -1 )， 
o Zma” E o oa y)u m7 ) 
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1 1 1 1 
(P= -r ws Ea 2r-D), 
Zoa Y Ju 0 ma Yu na 


io d 
E a 2 age 


p, l _ 1 
a +7 pu Uy- p” 


A REHM TEREE RETI HE RE, EAE REA. — A Ao 
Hw, + Aw, = OCA = BAB, B= E yR REAMER RTA MERE. 特征 
值 总 是 不 变 的 ,两 种 方程 之 间 的 特征 矢量 可 以 通过 下 面 关系 式 联系 起 来 : 

Ar =ìr, Ar =A r=>B ABr =Ar=ABr=BrA>r=B;, 
[A=ar,i A=Aal=1B-'AB=A1/>7AB=IB7!a=1=1B-'. 
S ASA 为 常数 , 对 于 欧 拉 方 程 ,定义 特征 变量 


w, = Lw. 


Le 


易 验 证 


1 

一 | ut — p], 

HeT T poao” 
1 


Poao 


P 
由 wS L lw, = Re, 


w = > yp ， 


acd 
内 此 , 解 可 以 按 右 特征 矢量 (地 可 以 按 左 特征 矢量 ) 展 开 . 


3.3.2 特征 线 与 古典 黎 曼 不 变量 


将 展开 系统 (3.3) 滋 以 左 特征 矢量 1*) 并 利用 关系 式 IM A = O10 ,得 如 下 标量 方 
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程 
aw dw, 
OS + AME =0. (3.33) 
EX 3.6 对 每 个 上 ,由 
drt) = Ow), (3.34) 
定义 的 . : 族 线 并 称 为 系统 (3.3) 的 特征 线 . 
如 果 定 义 
(Se) dow | OWwdr 
deff Br Orde |p’ 
则 对 每 个 点 ,有 
wdw] _ 
pt dt | =o. (3.35) 
称 (3.35) 为 特征 线形 式 的 方程 
对 于 欧 拉 方 程 
ow = (ate) d( pu } age) 
dt dt * dt ”di ! 
人 de 工 /qd 直 98 
i rier fa ap 
dw_l1idp du 
i = 二 {学 to a): 
woes H(i) hine 
dt y-l\pde pede Y-1ldt po 
因此 ,特征 线形 式 的 方程 为 
dp du _ dr_ a, 
de 7 1, Os d tas (3.36) 
ds _ dx _ 
t =0, de =H. (3.37) 


这 里 S=eviny. 

假定 初始 时 刻 S 为 常数 , 据 式 (3,37) ,对 尾 意 时 刻 有 S(x,z) =const. 由 方程 (3.36) 
积分 得 

R*=const, {2 =uta. (3.38) 
这 里 
2 27 
7 一 1 7 一 124， 

称 为 古典 黎 虹 不 变量 .值得 注意 的 是 ,古典 黎 冯 不 变量 民 上 是 在 条 件 S= const 下 得 出 的 ， 
因此 在 初始 时 刻 S 为 常数 的 情况 下 ,R: 洪 特征 线 不 变 . 
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3.3.3 Lax R@ ASHER, FRE 


原 仿 微分 方程 乘 以 左 特 征 值 学 致 了 古典 黎 晤 不 变量 的 定义 .用 右 特征 值 可 以 导出 更 
一 般 的 结论 ,相应 的 黎 虹 不 变量 称 为 Lax HATER. 
定义 3.7 Mpa RO = Roofw) 满 足 关系 式 


{k} 
ah) = VwEQ, (3.39) 


其 中 dR 一 为 行 向 量 , 则 ROMA TL RECS. DH k ARR AEE NEE 个 特征 值 
的 黎 曼 不 变量 (Lax RENE), 
方程 (3.39) 含 有 m 个 偏 微分 ,每 个 偏 微分 对 应 一 个 独立 的 积分 常数 . 因 (3.39) 只 有 
一 个 方程 ,所 以 只 能 消去 一 个 常数 ,从 而 可 以 求 出 m-1P k DREKEN 
RY,p=1,2,3,.",m~1. 
例如 , 欧 拉 方 程 的 Lax 黎 曼 不 变量 为 m(m 一 1) 6 个 ; 
RW x, RSP =p HAV =a; 


Ža, RP =S HFa =uta; 


RP =ut tja, RP=S HFA =u-a. 
FPR OKA BA mx =2, 相 应 的 Lax ERREEN 
RY) =u- a MF AV Suta; 


RP =ut ya MEAP Suma, 
定义 3,8 ”如果 所 有 的 & 位 黎 曼 不 变量 均 为 常数 , 则 (3.1) 的 解 称 为 上 简单 波 (- 
(k) 
simple wave). HB AR Ae OAY wE 02) 满足 , 则 属于 纯 非 线性 波 ;如 果 条 


(k) 
HRO =0(Y wE NEE, MA FRESHER (E 3.1). 


f dx z aR =0) : Tho 


di di 
| w=cle w=cle 
xX 
* 


图 3.1 REER 图 3.2 ER 


对 具有 m 个 分 量 的 解 忆 ,有 加 一 1 个 上 位 黎 曼 不 变量 ,所 以 一 个 上 简单 波 只 合 有 -… 
个 自由 参数 . 


-104° 计算 流体 力学 基 李 原理 


(k) 
定义 3.9 考虑 纯 非 线性 波 . mp <o, ma k 简单 波 称 为 压缩 波 (图 3.2); 如 果 


[有 
E >0, 则 该 上 PERAE 3.3). 


随 着 时 间 推 移 ,对 应 压缩 波 的 能 量 越 来 越 集中 (梯度 
越 来 越 大 ); 对 应 稀 朴 波 的 能 量 越 来 越 分 散 ( 樟 度 越 来 越 
小 ) 

对 干 欧 拉 方程 ,有 

A” Wag da? 02) Ytl, dal? 3) _Y+| 


| dx _ (29) du: > du 4y ' dw 4y 
| ote. 所 以 第 二 个 和 第 三 个 特征 波 为 纯 非 线 性 波 ,而 第 一 个 为 线 
性 赔 化 波 .对 于 2 简单 波 ， 
图 3.3 MRR 2 E oa”) _ou , 3a_yYtləu 


“o yago SONS SOOM Br 2 ar 


BREA, MSY <O BEA RAE MS >0 时 为 稀 琉 波 ， 


3.4 BRR S HA 


对 于 非 线 性 双 曲 方程 , 苑 使 初始 条 件 连续 ,也 可 能 在 有 限时 间 内 !( 因 压缩 波 的 发 展 ) 出 
现 解 的 间断 .气体 动力 党 中 激 波 与 滑 移 面 的 出 现 便 是 大 们 就 悉 的 例子 . 当 解 出 现 间 断 时 ， 
在 间断 点 原 偏 微分 方程 不 再 成 立 .为 了 研究 间断 解 ,前 面 针对 古 上 典 解 的 理论 不 再 适应 ,而 
要 用 这 里 介绍 的 弱 解 理论 .粗糙 地 说 , 弱 解 就 是 古典 解 加 间 斯 解 . 


3.4.1 伯 格 斯 方程 的 弱 解 


这 里 用 下 面 的 具有 连续 初始 条 侍 的 伯 格 斯 方程 来 简要 说 明 组 解 的 存在 .产生 se 


u, 十 uu, = 0, rER,:>0; (3.40) 
u(x .0)= ulr) rER, (3.41) 
考 虚 如 下 的 初始 条 件 ( 压 缩 波 ) 
1, ral; 
DT e 0< 21; (3.42) 
0, r>i 
HEER ulr, t) = ulr- ut, 0). Sm EEH G RA 
l, ret; 
u(a,t)= =, tc TS (3.43) 


(D, r>l 
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很 明显 , 当 0<+<1 时 , 解 (3,43) 连 续 { 图 3.4). 


1 H 


1 1.5 2 


图 3.4 伯 格 斯 方程 压缩 波 的 发 展 


rl 


当 1 一 1 时 , 解 (3.43) 不 再 连续 而 变 成 
l,r<1; 
u{(xr)= 0,z 31. (3.44) 
现在 考虑 这 样 一 个 问题 ; 当 :>1 时 , 解 如 何 发 展 ” 如 果 仅 是 连续 解 (3.43) 的 连续 推 


广 , 则 有 


1, LR; 
u(x}= =, i<aXt; (3.45) 
0, xo. 


从 而 u 在 区 间 irr EFRR A 3.5)., 这 在 物理 上 是 没有 意义 的 . 


H 
] 


x 


ba 


1 1,8 


图 3.5 伯 格 斯 方程 压缩 波 的 发 展 
Ot? EA 


我 们 研究 的 双 曲 系统 应 该 具有 其 物理 背景 ,而 任何 物理 问题 都 或 多 或 少 含有 一 些 耗 
散 . 双 昌 系统 应 该 看 成 是 耗 散 趋 于 零 的 极限 , 例 嫩 ,应 该 把 无 黏 欧 拉 方 程 看 成 是 拉 维 -斯 托 
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克 斯 方程 在 粘性 趋 于 守 的 极限 .为 了 求 得 任意 时 刻 具 有 物理 意 久 的 解 , 考 碟 下 面 的 粘性 从 
格 斯 方程 在 耗 散 系 数 e->0 时 的 极限 解 
u, 十 uu, = eu,,,7ER,1>0; (3.46) 
u(z,0)= uolc), uot x) ECCI. (3.47) 
数学 上 可 以 证 项 ,由 (3.46) 和 (3,47) 定 多 的 柯 西 问题 在 任何 时 刻 解 唯 . -而 且 光滑 ,因而 方 
程 {43.46) 在 任何 时 刻 都 有 意义 . 
Up= 82 QAEBIRARARRRMRARE AAA ON ABAR. Be 
程 (3.46) 乘 以 名 后 对 时 间 与 空间 求 积 得 


f [7 Cu + uu, ~ et )Bdrde = 0. (3.48) 


困 风 是 任意 的 ,所 以 方程 (3.48) 和 (3.46) 蚌 等 价 的 . 

用 分 部 积分 ,方程 (3.48) 可 以 写成 

ef | tdzde =— [| (ud, + 50h dade -| utz,0)$(z,0)7. 
将 初始 条 件 代 人 土 式 并 令 00,4 

KT + up )drd = -| unl 2) g(r,0)dz, (3.49) 

因此 2 | .6 满 咱 方程 (3.49). 

注意 这 样 两 个 事实 

了 方程 (3.49) 的 解 确实 是 方程 (3.46) 在 ->0 时 的 极限 解 , 因 丽 其 有 物理 背景 ; 

2) 在 方程 (3.49) 中 , 偏 导 数 ue, Mu 不 存在 ,所 在 (3.49) 对 分 段 连续 解 仍 有 意义 . 正 
因 如 此 ,我 们 定义 : 

JEM 3.10 如 果 u(tz,t) 使 得 (3,49) 对 所 有 试验 函数 $3E Ch BRL (et) 
为 柯 西 问 题 (3.40) ,{3.417 的 弱 解 . 

考虑 分 段 连续 的 弱 解 .假定 弱 解 在 (以 zx 为 模 轴 ,zt 为 维 轴 定 义 的 平面 上 的 ) 曲 线 

Pi(r=s{(t) t), tolit, 

上 有 间断 并 且 令 

| ws) DE lim ulet) (0), 2 lim u(x,t). 


设 试验 函数 4 的 支 集 是 包含 间断 线 下 的 足够 小 的 邻 域 UR U 被 曲线 工分 成 左 
右 两 部 分 U, U, 由 呢 解 定义 式 (3.49) 有 


| u(x) $x ,0 dr +| (u$, + Jut dede = 0, 
U U 
利用 分 部 积分 得 

| gotz)$(r,0)dz 十 | lot 十 本 2 四)dzdt 


= | mole) #2 ,0)dx + | uh + Fuh, dds 


+ | woe 8x, Oar + | Cut, + Fu? dedi 
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= 一 L (u, + uu, )¢dxdt 一 | Cuba 一 4 ude) 
— | (u, + uu) pdrdr + K u,odx 一 六 zydz) 


=- | [Cu ~ u,)dx 一 Liag - 1? dae | 


=- ("| Ga = us") = 4d ~ 02) Jae, 


圭 任意 ,所 以 有 
(ua = u) U) =F (ud = u2). (3.50) 


这 就 是 所 谓 的 Rankine-Hugoniot WRX Ast, AER R-HREBR. 
从 上 面 的 分 析 知 ,分 段 光滑 晃 数 u 症 柯 西 问题 13.40).(3.41) 弱 解 的 充 要 条 件 是 ， 
DR u 在 所 有 连续 点 满足 初始 条 件 z(z,0)=anofz)i 
2) 在 解 u 光滑 处 , 偏 微分 方程 (3.40) 局 部 成 立 ; 
3) 在 解 4 癌 断 处 满足 跳 聊 关系 式 (3.5S0). 
易 验 证 ,对 于 初始 条 件 (3.42) , 伯 格 斯 方程 在 :>1 时 的 弱 解 为 (图 3.6) 


图 3.6 和 伯 格 斯 方程 压缩 波 的 发 展 
Da A 


Les1+ 全 >t, 
u(x)= (3.51) 


0,7>1+ ,1>1. 


3.4.2 一 般 系统 弱 解 的 定义 


现在 将 上 面 弱 解 的 定义 推广 到 一 般 守 恒 系统 (3.1) .(3.2)， 


定义 3.11 WRK 由 (z,r) 除 有 限 个 点 外 均 为 古典 解 , 并 卫 对 任意 试验 画 数 
PECKHRSR" A 
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[T Cat + fw) beards = | wol) Oda. (3.52) 


则 称 w(x ,tr) 为 柯 西 问题 (3.1) (3.2) ROS. 
可 以 证 明 ,对 于 一 般 双 曲 系统 , 弱 解 是 存在 的 ， 
| 定理 3.4 SEEM w 是 柯 西 问题 (3.1) (3.2) BR NBR: 
Qf w 在 所 有 连续 点 满足 切 始 条 件 志 (xz,0) = wlr); 
(BIER w 光滑 处 , 偏 微分 方程 (3.1) 局 部 成 立 ; 
| OEE w MADRE RRKAR 
(flw) =s Cw), (3.53) 
其 中 ,s Ta ALE SE (pe If ED AEE BRR, BI) = of, -四 .对 于 欧 


put, 
拉 方 程 ,有 flw)-swe= oo pene Ms SARI 
u, + pu 


(ou, =0, puu, + p)=0,¢oEu, + pu) =0. 


3.4.3 Meera 


REP RRP RE, $ IR LET ST RFCS 3.7) 


Te 


3.7 黎 曙 问题 wa ,0)|2<0= w telr ,0) |z >05 w, 


w(x)= wnr; wlr) = wr >0. 
先 定义 三 种 波 :接触 间断 RSE. 
接触 间断 ”这 是 一 个 1 简单 波 {( 即 对 应 第 1 个 特征 值 ), 没 有 流体 穿 进 接触 同 断 . 由 
R-H&AMEG 
(p)=0,(u) =0. 
Rik TRAE R- Hef ATR AK, EEE 因 福 移 
A PERE GI AAS a TRR. B R- HA 3 A EREET PR IR w, 


srw MERER p-ti M, ei 2B) M R- HAE 
关系 式 


2 
m,=%4,+,/ (741) dP t+ 2 (ME 1), 
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B r. AZ) e Fie ARRI) ,定义 在 有 限 区 间 上 的 自 相 似 连续 解 , 即 


at” Er 


wlr t= uli), &=——*, 


tot 
fi tJ ESR EH piw. 因 


o dvs dul 由。 de 
ee yee der? We = gh dex 
所 以 由 w, + Aw, =0 得 


dv _ 
(ACu) -= a) e= 


FALSE A (0) OG ESCH ¢ 为 特征 值 ,由 于 是 纯 非 线 性 波 , 所 以 & 只 可 能 取 x + 


a. 稀 琉 波 一 般 由 问 断 {经 能 量 分 散 ) 发 展 而 来 ,在 空间 分 布 在 一 个 宽度 越 来 越 大 的 有 限 区 
问 , 区 辣 的 两 个 边界 分 别称 为 波 前 波 后 . 
对 于 左 移 稀 朴 浙 (3 简单 波 ), 波 前 和 波 后 的 移动 速度 分 别 为 u ar Ae, - a, AR 


于 3 i UREA RY? A RS =u t- (ER ERE) 


y¥-1 
Z-t e (3.54) 
È M Pr l 
a a ar 
wi uty (3.55) 
HL i UO A RE Dy = wx- a, 因 = 三 -天 ,所 以 有 
osya. (3.56) 


HI(3.55}.(3.56) 48 


By BE OE RB 
a ri ayi 
CETA A ENA 


TERN (2 简单 波 ) , 波 前 和 波 后 的 移动 速度 分 别 为 u, +a, Muta AE 
于 2 简单 波 ,所 以 黎 册 不 变量 RE A R =u- (ER RAEM) 


7 一 1 
Y Y Y 
Li =ke, (3.57) 
__ ff _ ay _ ay 
uy Te yep y-1' (3.58) 
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CEL Aah Bt TBS OE A RE = a + F gai Ss LL 


aa (3.59) 
H (3.58) (3.59)] 得 
y- 1| 2 = 
uled = lE yar: 


-Xf p- zz] 
a(zx,t) y+il® ITE . 


CE Fe Re SC AS a ES 


sy 


paa [BDT pls)=p, 2st) 


可 以 证 明 , 对 于 间断 初始 条 件 导 >0 时 的 A Pe a PE P E 
的 1 简单 波 ( 接 触 间 断 ) 和 一 个 加 有 有 移动 的 波 构成 的 ,向 左 和 向 右 称 动 的 波 或 为 中 心 激 波 、 
R: 稀疏 法 C: EMMI S:a ARA. =A R h A A 
t fs s (图 3.8). 有 5 种 可 能 的 状态 {图 3.9); 
(AB RK + 接触 间断 + Am 
/ 波 ， 
x (2) 左 称 激 波 二 接触 间断 + A 
W: 

(3) FC LK + $B aE + A Bi 
X; 

(4) 左 移 激 波 + 接触 间断 + 右 移 激 波 ; 

(SARR U + 接触 间断 + 真空 + 请 

x B+ GBR. 

EMIAURROB) 出 初始 间断 的 
左右 状态 Was 2 > 0 BE AS ER PE 
5p ie 1B AY) he aE HE A fe) SR RS A. 
AE AR A BS 

效 虹 问题 的 详细 求解 可 参见 (Gottlieb 

* & Groth, 1988; 7K PS # , 1998). 

在 x 一 户 平面 上 ,可 以 给 出 确定 波 态 的 
区 域 .用 S 表示 激流 ,C 表示 接触 间断 ,R 表 
RR, N 表示 不 存在 (上 述 三 种 波 的 任 
何 一 种 ) .确定 各 区 域 的 边界 由 下 面 式 子 定 

A(R 3.9); 


图 3.8 RAAR 
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~- 


y 5 
, 人 


S AN R 
\ 
Cc / 5 R fe R 
/ | 
\ 


sh 
i 


R e| vje R SCS 
RCR | RCYCR 
\{ P| -NCS pRB ROVC 
RCS | | 
N Bec vn 


Ny 


3.9 RSMMAAT MRAM EMI wp 平面 所 对 应 的 区 域 


(1) 
SCN: 上 三 多 一 


‘HTP. HW" 
2Y: P 27 
“(2 1) 


NCS: wu, =u; — Ye ‘Pr ， 
Ytp yi 
2Y, P 2y% 


7 一 人 
、 2a, 2Y, 
NCR: up = uy + el 1 (Ft) |. 


2 全 

= at be) | 
. =y,+—t)1-[ 
RCN: 4, = 4; alt (2 


2a; 2a, 
Yı -1 ty =1' 
在 每 条 边界 上 ,边界 左右 区 域 中 存在 的 -- 个 波 消 失 或 晓 化 为 一 马赫 波 ( 即 间断 大 小 趋 于 
0). Aa SCN 表示 一 个 左 移 激 波 加 -一 个 滑 移 面 ,而 右边 或 者 没有 波 .或 者 有 一 右 移 马赫 
波 . 


后 


RECVR: u,= tt 
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3.5 A 件 


RRR RAR ABE e 一 0 NNRAAR ART ANS PARA AE 
BA FR A oD ek BE AB R RE ec 0 BY BY A. EDE, SAE C3 49 BBE — ET 
T HA it a 


to(ad=O,4<0; uolx)=1,r>0. (3.60) 
用 此 初始 条 伞 , 伯 格 斯 方程 有 一 连续 解 ( 图 3.10) 


H 


ulr, t) = 5, 0<r<: RRE), 


Ł 
1, LS 
和 一 膨胀 激 波 解 (图 3.11) 


图 3.11 EKHE 
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0, r<t: 
ulz, t) (ie HR BE , 
1 
I, raat 


易 证 ,上 面 的 间 斯 解 满足 跳 路 关系 式 (3.50). RE AA- DERI a TG A 
玻 波 和 没有 物理 意义 的 但 满足 R- 日 关系 式 的 膨胀 激流 . 

在 气体 动力 学 中 ,热力 学 第 二 定律 要 求 散 系统 炉 { S = cvin ) 是 增加 的 . 当 流体 质 
点 穿 过 激 波 时 , 因 厅 性 作用 稍 应 该 增加 .压力 变 大 . 因此 ,间断 解 的 左右 之 间 的 状态 必需 满 
足 炉 增 条 件 才 具 有 物理 意义 .另外 ,也 可 从 稳定 性 分 析 来 判断 间断 解 是 否 具 有 物理 意义 ， 
给 间断 解 添加 某 种 小 扰动 ,如 果 间 断 解 保持 稳定 , 则 属于 物理 解 .例如 ,给 前 面 的 膨胀 激流 
加 一 小 扰动 ,使 其 变 为 刚 开始 发 展 的 称 芍 波 , 则 往 后 解 以 称 硫 波 发 展 , 即 膨胀 激 波 不 稳定 . 
增 的 概念 也 可 直接 从 数学 上 引入 ,下 面 介 绍 的 入 的 概念 是 从 各 性 方程 定义 的 .如 果 轮 解 是 
秋 性 方程 当 蒜 性 系数 趋 于 零 时 的 极限 解 , 则 称 此 弱 解 为 倘 解 , 或 具有 物理 意义 的 解 .另外 
还 可 定义 数学 上 的 炳 ,如 果 满 足 某 种 条 件 使 得 解 为 坑 解 , 则 称 该 条 件 为 炉 条 件 . 


由 前 面 的 黎 曼 分 析 知 , 欧 拉 方程 的 古典 解 对 应 的 精 S = cy 四 万 沿 流体 质点 为 常数 ， 


2 =0. 如 果 结 合 连续 性 方程 便 有 
at pS) + alpus) = 0 
ot ar “ 
4 B= pS, F = ouS, 则 上 面 的 方程 可 以 写成 


AEA 
dEaw , dF ow _ 


drw Bt diw dr 
用 方程 ww = 一 Aw, , 便 得 协调 关系 式 


dF _gE 
dw dud: 


对 于 - 般 双 师 系统 ,引入 
定义 3.13 PORRAS E= Elw) ARARA. DR, RTE RN F 
= Flw ) 满 足协 调 关系 式 4. =E M, FAS (ww) LEIA LA, CE 
FAA 
PAAR, RCE P= (Fu? gu?) A PRIA, ARC, F)=(— oS, 
- puS) AB E REBATE. TER , FPA OR E RA FOE AR A E'A 对 
” 定理 3.5 WEDEREG DOMY. > w OTR TR) 


Wy; + flw), = ewe >Ô. 
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AS TCR. EIE w, 满足 初始 条 件 (3.2) 并 且 当 e—0 时 ,rw —MAA AMSA RK 
wey 则 vw 是 柯 西 问题 (3.1)、(3.2) 的 弱 解 并 且 满 足 塘 条 件 : 
aE. oF 
a on" (3.61) 
定义 3.14 BK GS AEA AY Ae RC OO) SS EE ACE, 


F) JB E(3.61 ARTES ARENT OR, BOOT RA RIA $E CH(RXR')",620,4 
-| | Ces, + F$ dxdt -| Bx,0)8(2,0)dx <0, 


定理 3.6 R(E, FARRS aR R BM w 为 (3.1) 的 弱 解 . 则 w HBR 
HEER EREA MT Ach E T BBR ED 
(Flw Ss (E(w)). (3.62) 


这 里 ,* 为 间断 的 移动 速度 . 

对 于 一 维 标 量 双 曲 方程 , 精 解 是 唯 … :的 ;但 对 于 系统 , 炉 解 可 能 不 唯一 {Server， 
1989). 对 于 同 -- 问 题 ,也 许 能 找到 不 同 的 炉 对 ,但 人 O 们 一 般 满 足 于 找到 一 个 粹 对 就 行 了 . 

有 时 ,使 用 下 面 的 Lax Re 

定理 3.7 蔓 解 是 习 解 的 充 要 条 件 是 ,存在 一 个 指标 到 ,使 得 A, (co) >” > Ag Ce, ). 
用 Lax W RIHIA B iE, pi E A E A E RAA BERE, F) = 


(Fe, | ED ARR BCT WH KEK (3.62). 


3.6 这 界 条 件 


实际 问题 的 计算 一 般 是 针对 有 限 区 域 的 ,在 区 域 的 边界 上 需要 给 定 边界 条 件 .边界 条 
件 不 能 随意 给 定 , 它 要 求 在 数学 上 满 吓 适 定 性 ,在 物理 上 具有 了 明显 的 意义 .在 实际 计算 中 ， 
边界 的 处 理 很 重要 ,这 里 介绍 某 些 里 要 概念 . 


3.6.1 构造 边界 条 件 的 基本 原则 


PEEKE r>0 上 的 展开 系统 
w t Aw, = Fiz, t0, r20, {3.63} 
与 初始 条 件 
wlr, = unir) r20, (3.64) 


在 下 面 的 分 析 中 ,假定 A 为 常数 .但 结论 对 于 A 不 为 常数 的 情况 均 适应 . 
一 般 情况 下 ,在 x =0 处 需要 定义 边界 条 件 , 称 为 解析 边界 条 件 , 因 方 程 (3.63) 只 合 


D ACS .62)2 BS ARR RRC ED = E, - KE aE BRRR ALEEA, 而 万 边 
XE EIEN A. 
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AKMA, FT A A dB R AAR. FR Bg RRE 
Lw(O,2)=g¢(4),2220. (3.65) 

共 中 上 = 上 (wD) 为 ix m IE, RR. PAE) 必须 等 十 矩阵 A 正 特 
征 值 的 个 数 . 

BY RG RAT (3.64) Dil Ft RE TL AE A t 

Lay (0) = ¢(0). 

HA (3.63) 203.65) 72 MAR ARS BB. AEE ce PES 
四 分 之 ,所 以 也 称 四 分 之 一 平面 问题 (quarter-plane problem). 当 问 题 定 义 在 有 限 区 间 
Et0,1) 上 时 ,在 =1 处 也 需 定义 过 界 条 件 .但 在 不 同 边 界 上 的 边界 条 件 可 以 单独 给 
定 ,而 不 需 考虑 它们 之 间 的 相互 作用 .更 产 格 地 说 , 当 纵 了 = 处 的 边界 条 件 时 ,可 假定 边 
界 =1 不 存在 向 令 x 全 (0,00); 当 给 x=1 处 的 边界 条 件 时 ,可 假定 边界 x =0 不 存在 而 
Z rE- li 区间 (一 2 又 可 通过 坐标 灾 换 切换 到 (0,co) ,因此 埋 论 上 只 须 考 虑 四 
分 之 - 平 向 问题 . 

边界 条 件 的 构造 是 从 混合 初 边 值 问题 的 适 定性 考虑 的 . 与 柯 西 问 题 类 似 , 适 定性 包括 
三 个 辣 题 : 解 的 存在 . 解 的 唯一 和 解 对 (初始 条 件 , 源 项 和 边界 值 } 小 扰动 的 务 定 性 ， 

定义 3.15 $ wy(r)=0(74 ups) LOMAS v= w- wy MER vB). 如果 
混合 初 过 值 间 题 (3.63) 至 (3.65) 的 解 存在 叭 ,并 且 存 在 与 &g MFARRAK 使 解 
满足 居 计 式 

T T T "T 
f i w (0,4) dr -f læt, z) | d < Kr(| | g(t) Pdt ‘| | FCr,#) | ?de), 
i 0 0 0 


则 称 该 问题 是 适 定 的 ， 

这 -一 理论 实际 上 可 以 推广 到 N -SA FE (Kreiss & Lorentz, 1980). 还 可 以 推广 到 更 复 
杂 的 问题 . 例如 ,Wuk2000) 用 着 定性 理论 获得 了 合适 的 欧 拉 “AN - S 混 合 模型 的 界面 丰台 
条 件 ,用 以 模拟 理想 流 和 粘性 流动 的 相互 干扰 . 其 中 界面 甚至 可 以 与 … 激 波 重 合 , 秋 性 区 
域 其 至 可 以 是 灌流 . 

研究 初 边 值 问 题 的 通 定 性 有 特征 值 法 能量 法 和 正规 模 态 分 析 三 种 方法 ,这 里 只 介绍 
特征 值 法 . 

标量 方程 { 严 =1) 此 时 ,可 将 方程 (3.63) 写 成 u, + aw, =0. 相应 的 解 在 特征 线 
x —at=const 上 为 常数 ,好 whet) = wole— at) 据 此 可 分 成 三 种 情况 ， 

Da COCH HLF) ,对 应 任意 时 刻 上 >0 任 意 坐 标点 xz20 的 解 u erar 
处 的 初始 值 确 定 ,所 以 不 需 任 何 边界 条 件 ; 

27a = 以 特征 边界 ) ,对 庶 作 意 时 刻 上 >0 任意 坐标 点 zs20 的 解 x 完全 由 x 处 的 初始 
值 确定 ,一 般 按 a >0 处 理 ; 

3)4 之 0( 人流 边界 ), 对 应 满足 r-a SOBA r KBAR ulr, 2) =ul0.2;), 
t= — Cr at) a, FA A A 

w(O,¢)= g(r), 2220. (3.66) 

其 中 边界 给 定 值 gtt) 要 求 足够 光滑 .假设 当 u<0 时 也 给 边界 条 件 (3.66), 此 时 
wi(O. ,一 mip te) | 。 -0 二 mal — at), — ATRL F, wgl = at Agr). 于 是 , 多余 的 边界 
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RAPS uO, tc) Au (O+ ,1), 即 解 不 能 连续 依赖 边 界 数据 ,因而 不 适 定 .假设 当 a >0 时 
不 给 边界 条 件 (3.66), 则 解 不 能 唯一 确定 ,因而 不 适 定 . 
MRRB(A=A) 为 了 方便 , 令 A=diag( A’. A") He 
At = diag A? a AD 0, AW =diag(Alt) alt?) se APIO, 
将 (3.63) 分 解 成 


wit Atel =0,0f = Cw? we wl 
will + Avy! =0, ur! = (pit DB a oe w OY, 


这 里 w 对 应 正 特征 值 , 称 为 入 流 分 量 ; wi 对 应 人 负 特 征 值 , 称 为 出 流 分 量 , 因 方 程 的 各 分 
量 相互 独立 ,所 以 根据 前 而 标量 方程 的 分 析 ,正确 的 边界 条 件 为 
wi (0,t)= gt 2220. (3.67) 
EHH, ME A OEE BU AE. BO), ww 的 方程 是 自封 闭 的 而 且 不 需 边 
界 条 件 ,所 以 可 以 把 边界 条 件 (3.67) 换 为 
w! (0,2) = Sw (0,2) + g(r), 2220. (3.68) 
这 里 S 为 任意 有 界 ! x Cm ~ 1). AS EH, a 3.68) FE we? 
在 边界 .上 被 部 分 反射 ,转化 成 入 流 分 量 w. 
一 般 双 曲 系统 ” 没 耳 为 A MAI, Bl 
TILAT =A =diag( A’, A"), A'SO,A" <0. 
定义 特征 变量 w.=T lw. FH(3.63)8H 
(w.),+Alw,),=0. 
相应 的 边界 条 件 可 写成 
wi(0,2) = Swil(0,2)+ g(t), (3.69) 
也 可 等 价 地 写成 
(Tlw) = S{T lw) + gl. (3.70) 
这 里 ul Mw! 分 别 对 应 A 的 正 负 特 征 值 ， 
一 般 边 界 条 性 ”在 实际 问题 中 ,边界 值 往往 由 设计 要 求 址 试验 测量 给 出 ,从 而 将 边界 
条 件 直接 写成 
X' (0,1) = GX" + g(r). (3.71) 
xe X=(X',X")' 是 可 与 xw 相 异 的 变量 , X 包含 的 分 量 个 数 与 A 的 非 负 特 征 值 个 数 
相等 .为 使 (3.71) 满 足 适 定性 要 求 ,必须 证 明 它 等 价 于 (3.69) 令 


Me sie am 
wl Qs QI 
并 令 @Q = Q2+ QIG AQE Q+ Q3G, 则 有 

W =Q X + Qa X= Qiu) + QX"; 

wW! = QX! + QX" = Qag (i) +X". 
MQ, ASEM = m), WH (3.72) 18 w = Qig(1). W EQ IES A, 
(3.72) 得 wi = Sul + g(r), HP 

S= Q:Q¢1.2(t)=(Q1- Qs Qi Qael). 
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因此 有 下 而 的 结论 : 
定理 3.8 边界 条 件 (3.72) 保 证 适 定 的 充 要 条 件 是 , Q4 + AsG ASHER A eR 
阵 ， 


3.6.2 欧 拉 方 程 的 边界 条 件 


$ Ap5MUAM, AST 4, 于 是 有 


-1 
1 0 0 1 0 0 
一 1 
0 一 = 0 
Mf = u 8 = Pp p + 
ue he) Nyt)? 
2 ™ yy (1-y)a CY-1) 
Z1)! ££ 2 
1 0 af l 2a 2a 
_ 1 = 1 1 
r= (0 1 aa 0 5) z | 
=i “m pat 
0 1 m 0 2 2 
令 A= A= const, T= To= const, 定 义 特征 变量 
-1 二 1 
p af 1 0 ai 
w, = Qow, = | ut l; ,Qo0= Tgż=]0 1 ! . 
ome Pose 
__ 1 -一 上 
uaa? 9 1 poto 


先 考虑 如何 将 边界 条 件 定义 在 基本 变量 X=(0,u,p)b. 
FARAHS uola ER, A 的 前 两 个 特征 值 为 正 , 第 三 个 特征 值 为 负 , 所 以 应 
Rel =(w? ww?) wl = ww Rope 


weil? aĝ 
é e 
wer?) =!/0 1 1 u 
poao ' 
p 


0 i 一 一 
2} 如果 取 Xi= (x pia! = p, AO u Mp ELARI  Q.-0. FE Q RA, 
从 而 问题 不 适 定 . 
b) 如 果 取 X =(p,u), z" = p, BM o 和 给 边 田 条 件 , 则 Q= u ,于 是 Q4 可 
道 ,从 市 问题 适 定 . 
c) MRR X = (p,p) 27 =u, WM p 和 给 边界 条 件 , 则 Q = -1. 于 是 Q 可 逆 ， 


，118 ， 计算 流体 力学 基本 原理 


从 市 问题 适 定 . 

WERA H ey > aq > 0) IAT FE AWE X p ,wu 和 pp 都 给 边界 条 件 .相应 地 ， 
Qa 为 空 第 阵 , 从 而 问题 通 定 . 

亚 音 速 出 流 (0 > a> -~ eo): 此 时 只 有 第 二 个 特征 值 为 正 , 应 取 wl = wt, ell = 
Cre ae) 于 是 有 


[0 1 \ 
02) poty | 
‘ | ife 
wD =/! 0 > p 
ağ 
E Jo 
iÜ 1 — 
5 Coan? 
如 果 取 cap, =u Aai = p, MAHA 
[ Zl -1 
0 = 1 — 
Q= ai | añ ah e) 
$ 1 -1 | a1 ont -1 
/2 42 poaa | Potton 


并 且 对 所 有 情况 Qa SE , A m a ERE ou 和 pp 中 的 任 一 个 上 ， 

起 音速 出 流 (xo< -ao): 此 时 所 有 特征 值 为 负 , 不 要 给 任何 边界 条 件 , 并 且 有 Qa 
个 .由 双 曲 性 定义 ,个 H. 

最 后 介绍 在 外 流 计算 中 大 明 使 用 的 一 种 边界 条 件 :在 亚 音 速 入 流 部 分 取 2! = (CH, 
S), 在 亚 音 速 出 流 部 分 取 r =p XH HAAR, S A. REARS RV HARA 


REE B=" 24" a SERE, OS 


PY li, 
H Y-i y- ip” uot 


2 
= Dl +a Ja + Ln ~ag)w? 
Yo Bp We T 2 aow Fy hay ~ aow, 
_ po i ao a) 
S= Y + l p ? 
pre ok rai 


恒 可 将 边界 条 忻 写 成 


(ye (2)_ #0) Ho (3) + 
wW ZELE), UW T 
t Bul ) £ ap t 


A uo0>0, 所 以 该 条 件 具 有 -- 般 形式 (3.69), 有 妈 问 题 适 定 . 


g(t), 


3.7 高 维 问题 


住处 理 高 维 问题 时 ,往往 把 每 个 方向 看 成 一 个 维 问 题 ,直接 使 用 一 维 理论 . 
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守 伍 形式 的 方程 可 以 写 为 : 


dw S17 Oh -0 (3.73) 


a FERRI RA 
w, = P(d/ardw,P(d/ar) = DAZ S 


ZEA, = 加 为 xm PE. 引入 记号 


af 
1 

Piw) =— Dp Aw, +0 = (wy swe Ha). 
el 


如 果 对 所 有 WER, |e] = 1, Pw) AT PE SHE, A PCw) 可 以 对 角 化 , 则 
该 系统 称 为 双 曲 系统 ,进步 .如 果 Ptw) 的 特征 值 两 两 互 异 , 则 为 狭义 双 曲 系统 .例如 ， 
二 维和 三 维 欧 拉 方程 均 为 冯 曲 系统 ,但 不 是 猜 义 双 曲 系统 . 

对 于 高 维 发 曲 系统 ,前 面 的 黎 达 分 析 一 般 不 再 成 立 .但 如 和 解 和 粒 条 件 可 进行 与 一 维 问 
题 相 类 似 的 定义 ， 

it (a) A ATT Cr sao. ary t) =0 EM. WS HE BE, 间断 左 右 的 状态 满 
Æ Rankine-Hugoniot Bk EK 46 f 


(ur) & C+ Sy) 8 


RE= E(w) APR BMF = F,(E),j=1,2,%…,d HR WR RAT ~ 
SEA, UL A A E PEAT ee 


Sey 


(E S(r) 2E <0. 


在 应 用 中 ,往往 需要 对 方程 进行 坐标 变换 考虑 坐标 变换 
rot, 
&=§ Cr, pLae Lay bls = L,2.-c.d, 
在 新 的 坐标 系 中 ,方程 (3.73) 变 为 


ow , V1 06 Of oS ag Of, | 
ar * 之 ar ag $ 2 2, ax, a, T O (3.74) 


DREEM Sara BORER (I = de (2E ) 240) ,那么 两 系 统 (3.74) 和 (3.73) 是 


等 价 的 .如 果 有 间断 解 ， 但 系统 (3.74) 不 守恒 ,不 能 用 来 描述 有 间断 的 情况 .为 了 庄 确 描 述 
(a) BTA ,应 将 (3.74) 写 成 守恒 形式 (第 .: 章 》 
d N , 8 4. OF | 
PD +E ge CP) = 0 y = She D Bip, (3.75) 
定理 3.9 方程 (3.75) 与 (3.73) 具 有 相同 的 弱 解 . 


HEAR 在 解 光滑 的 地 方 ,两 种 方程 的 解 自 然 相等 . 因此 只 需 验证 者 的 及 -HH 条件 是 
等 价 的 . 为 了 方便 , 令 rg =t, fo=w bor, fo = tw, 将 两 种 坐标 系 下 的 守恒 方程 写成 如 
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下 的 时 空 守恒 形式 ( 即 不 区 别 时 间 与 空间 ) 


ad 
2 oh = 0, (3.76) 
> Be) = 0, (3.77) 


sp pt = OE Sy 


i= 0 Bf 
设 间断 由 曲面 Ciro tiro ctt =0 EN. ER BRR, lr HE CS, 
&,, 6,777, &;) =0 定义 ， 
在 两 种 坐标 系 于 Rankine-Hugoniot BERR (Ea A 


<g> o, (3.78) 
ac 
> < i > 2 D = 0. (3.79) 
AIRE REKASA JOERG. DNE» 


再 利用 


z » OF, < < o$ ar, Ox, 
BP nit ie = Eh = Dah = fis 


HRA 几 个 基本 定义 


在 本 章 讨论 中 ,用 到 的 一 些 知 识 数学 专业 以 外 的 读者 不 一 定 特 别 熟 悉 . 因此 这 里 简单 
介绍 .为 了 易 懂 , 尽 量 避 免 使 用 通用 定义 .例如 ,下 面 提 到 的 积分 本 来 指 的 是 适应 范围 比较 
广 的 Lebesgue 积分 ,但 我 们 简单 称 积分 ,读者 可 以 按 高 等 数学 中 的 积分 理解 就 可 以 了 . 

L, 空间 的 定义 ”对 具有 m 个 分 量 的 (矢量 ) 函 数 和 ==$(x)E R” WRIS ERE 
积分 存在 有 界 , 则 称 该 函数 属于 L, 空间 , 记 为 $EL,. 以 后 考虑 的 主要 是 L 空间 . 在 空 
E Ly be MAR MR 


(8) =| (Bde, lAl = ($6) 


相应 的 Parseval 关系 式 为 
(¢,¢)=(8,8), | ell = Well. 
其 中 
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一 l — tay, 
$ = al O(a )dz , 


为 史 的 傅 里 叶 变 换 . 

范 数 | 1 的 定义 ”对 于 任意 西数 $， IF y= Lay | OF I. i Parseval 关系 
Hee lla = | oD I ATTA 

1 ， 
tela = alg” | $w) da. 
指数 矩阵 的 定 兴 ”对 矩阵 A ,指数 矩阵 e* ELAN 
e=I+A HA RJA + e AAt on, 

CORRES HAR Y= 名 各 ?为 严格 凸 函 数 , 如 果 其 二 和 阶 导 数 定义 的 矩阵 y= 

二 时 是 正定 矩阵 


KERES WRAAE R 和 时 间 R ER -有 界 区 域 Xt€(a,6)x(0,T) 
外 恒 为 等 , 则 称 该 函数 在 空间 x+ xfERXxR+ 具 有 紧 支 集 . 进 一 步 如 果 该 函数 连续 且 具 有 
直至 户 阶 的 连续 导数 ,那么 记 为 (2.2) CR(RXR*)*, 


WRB 总 结 性 习题 及 其 解答 


由 于 本 章 内 容 比 较 抽象 , 特 构造 综合 性 习题 ,并 给 出 提示 与 详细 解答 .考虑 如 下 等 温 
欧 拉 方程 


w+ fle), =0,7€0,2>0, (3.80) 
_ fp _ | pH 
° (Pj fe ean) 
和 初始 条 件 
wlr, D= wor). rER. (3.81) 
这 里 ,pe 为 密度 ,w 为 速度 ,a 为 音速 ,由 等 漫 假设 ,音速 a 为 常数 . 
B.1 Èj 题 
Mi 令 刁 =RR 并 且 wECI(RxR')( 古 典 解 ), 证 明 初 始 值 问题 (3.80)、(3.81) 是 


M2 求 出 古典 黎 最 不 变量 和 Lax 黎 曼 不 变量 . 
题 3 设 a=1. 分 析 下 面 两 组 波 是 否 为 能 解 和 精 解 ， 
a) 波 1: 激 波 速度 为 * =vY2 , 激 波 左右 的 状态 为 常数 是 分 别 为 


eJ- alle- 
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DNE Z BORER N s = -总 ,激流 左右 的 状态 为 常数 且 分 别 为 
er! p ey) 
PA -5 “Lu, 0 


Md 令 吕 =R- .在 .r+=0 处 给 边界 条 件 
a)p(0,t)=g(t), 
bu(O,2)=g¢(z). 
证 明 由 式 (3.80)、(3.81) 和 和 条件 ad ak bET A ATAA A ei E g. 


B.2 解 题 要 领 


m i 


求 雅 可 比 矩阵 A = SÉ MAARE A det(A ~ A) = 0. MUR AP AE EASE (AL, J 
题 不 适 定 . MRAR EES A, MA ARE a) A SE BE BL SP 
陈 A.A BA OZR BEAT IK SLIR BA A, AI TE AERE A 5 b) ADS OTEA BN A 
A ORR EL ARE Fe XE AE Ie BAR TEM A Re REA A H N, B ii 
SESE As) SU ABLE E A PR RR EER PA PNP EEA 的 阶 
BMRA OA A ETEEN. 

m2 

HEHE A =a? (k =1,2), HR 

[HCA — A) =0,(A- Ai), = 0, 


计算 左 特征 矢量 OMERE O RER SE = AO k AROE <0 8 
出 古典 黎 曼 不 变量 R( 这 里 C(tw) 和 R(tw) 均 为 标量 ) ,使 得 
Cw GE = OEE a, 
tat RO =0 得 出 Lax MERER RO, 
题 3 
SE w 满足 方程 


| | Go, + fla )$, dade = - | wol x) 8(x Ode VEE CURX RD)". 


对 于 分 段 光 滑 的 解 ,在 光滑 区 w 满足 原 偏 微分 方程 ,在 间断 处 wo 满足 R- 日 跳跃 条 件 
Fr 一 FS Cw, — u). 
AP APE chs TA A 2 AF 
aE Eso, 
HFa BEE PE GISSA, R ge HE YE l WT eb BA FR f 
F(w,) — FCw))<s (E(w,)— E(wy)). 
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如 果 精 对 ( 王 ,下 ) 事 先 末 给 出 并 且 不 易 投 到 , 则 可 验证 Lax HARE , 即 存在 -一 点 ,使 得 
AE Cee Ss DAP (ue). 
如 果 该 不 等 式 对 任何 都 不 成 立 , 则 Lax AR EAR. 
题 4 


首先 用 左 特征 矢量 (VREE L= (1 ) 并 求 变换 矩 M = EE (aoo) 这 里 ww = 


d ttp 
(p.u)? 为 基本 变 基 ,考虑 线性 化 系统 来 分 析 适 定性 , 固 令 工 , MM 为 常量 .由 w= Lw = 
Te, SURE Ew, 与 基本 变量 mp = (0,u)' MRA KE TH LM ,用 特征 变量 , 方 
程 (3.80) 线 性 化 后 就 成 为 
(w,),+ACw,.),=0,A =diag(A). 


Wi) [Qa Ql (x! 

wa 7 a a pi 
这 里 Wi 是 由 正 特征 值 所 对 应 的 ww, 的 分 量 构成 的 矢量 , W E h t EERE w 的 
分 量 构 成 的 矢量 ,X! hw, 中 给 了 狄 利克 来 条 件 的 分 量 ( 个 数 等 于 正 特 征 值 的 个 数 ) 构 成 
的 矢量 ,XH 是 ww, 中 未 给 边界 条 件 的 分 量 构成 的 矢量 .这 里 所 考虑 的 边界 条 任 用 变量 X 
WER X = glr). WE detQ4 关 0, 则 由 
M | _ R Q pi 

(Qs, Q | 


将 W = Tw, 写成 


wi xi 
消去 XSW! = SW" + GUNS EGOSI AE RERA RRE), MATERE 
征 线 理 论 , 初 边 值 问题 是 适 定 的 ;如 果 detQs = 0, WARE REI W = sW" + 
G(t ,因而 初 边 值 问题 是 不 适 定 的 . 


B.3 解 Z 
#1 
分 四 个 步骤 来 解答 问题 ， 
DIFETTI HEJER A = SE oy 
wa 
_|@1]_ fe a _ 
a e 网 区 ) teat — tah 
得 到 
of Of, 
Ow, du 0 ' 
Ac = 
ap af; l-u? 2u 
ou) ows 


With A 的 特征 值 . 式 dett A- =o TARH 
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Ao ~2 + ut- a =0. 
出 此 得 如 下 两 个 特征 值 


aD 一 Awa 


uta, uaa. 

EMA. 因 所 有 特征 值 都 是 实 的 而 旦 互 异 特征 值 的 个 数 等 于 系统 标量 方程 的 
个 数 ,所 以 系统 为 狭义 双 曲 的 . 

ie 傅 定 适 定 性 . 国 系 统 是 狭 广 双 曲 的 ,所 以 根据 这 定性 定理 , 初 值 问题 对 于 古典 解 是 
适 定 的 . 

题 2 

分 四 亚 来 求 黎 曼 不 变量 . 

让} 计算 特征 矢量 , 先 计算 左 特征 矢量 O RRS, FAS u ta. h PCA A) 
=0 得 

a jy | he te) 1 |- 
GaP] | = 
MAT BSB NY + Ce a) §P =0. BY =1, MWA YP =e o- oe PRD R= 1, de 
征 矢量 为 
1D=(a~u,1). 
mMe=2,8 AP = u-a BUF LBM OW, TBS 
(2=(-(atu),1). 

下 面 计算 右 特 征 矢 量 © Rk=1AAaVSu+a. WA- AP) =0,4 - (at 

alri+r 的 =0, 从 而 可 地 
rY= (atu). 
MWER=2,08A% Sua. SLEW 
rA=(1 (e-a))?, 
容易 验证 ,左右 特征 矢量 具有 如 下 性 质 ， 
|- aru 1 > 1 1 
L= | J R= 7) =| |, 


Wace —(atu) 1 uta ua 


+ 0 
(Stes 


LAL” 2a 


R. 


uo” a 


Di Fe oy RS OR SB PERE MSO A y(n ie 1;#=0. 这 里 


dp dp 

dw _ dt _ | de 

dt ldou| | a du | 
G pu ap dit 
dt “i Ede 


(1) deer _ de | dou de, „du 
ae gt dr e t ad 


tod + de, dp = a de du 
de (a wart de ad Par? 
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得 到 


d d d 
Ti:a > dtainp + 4 =0, 


I’; a We, to 一 A alno + w)=0. 
于 是 ,古典 歼 曼 不 变量 为 


R*=utalnp (A=uta), 
R°=u-alno (A=u-a). 


k) 
i, =0 计算 Lax KERER. M = 1, 得 
ARO ( We aR! 1} aR aR a aR 
dw” ae + (u alou op to Ou ` 
因而 有 
ap) aR aR) 
dB a9 + 人 u TORO = u = alno. 
同 理 可 以 得 到 


R®! =u + alnp. 
ARE, k=1 的 Lax 不 变量 RO SFM k =2 的 古典 黎 曼 不 变量 R HH 
应 有 =2 的 Lax 不 变量 ROTH M k=] AREAS RO. 
M3 
分 两 步 分 析 . 
i) 验 证 波 为 弱 解 .根据 提示 ,只 须 验证 在 辣 断 处 解 满 足 民 - H OBR RR RE 
Flw p Flaw) = s Cw, w). 


对 于 波 1, 有 

{2 _¥2 
flw,)~ fl) J- |- il 

1.5) l-1 

1) 2 

0.5 < 

5 一 |v2 | 三 引 

加 -PP 


因而 波 工 满足 及 -二 跳跃 条 件 .同样 , 波 2 满 足 开 - 互 跳 牙 条 件 . 因 而 两 个 波 都 是 弱 解 . 
让) 验证 Lax HH Rt, ASCE oe PETE RE 11,2), Re 
AM Cw) > 5 SAM w). 
先 就 波 1 aE RR k= 1 eet AM =n +a, SiH AP (wy) = 2 +1, AM (wy LAN 


Be i>ya>1, 


所 以 波 1 满足 Lax RA 2, AR kL ME AM =u t+ a, AMA a? Cu) = 
2 41,1, =1. 
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+1> -5<1 
取 忆 =2, 从 X= 一 a, 得 A 和 (vw)= ~2 1, Aw) HR 
2 1< Vic 


因此 ,不 存在 上 使 A 和 (ro) 六 5 DAM Cee), 即 波 2 不 满足 Lax SRE AT 2 nE 
解 ， 

题 4 

分 两 步 来 研究 适 定 性 ， 

门 建立 特征 变量 ww = LLw 与 基本 变量 w= (p,w) 7 之 间 的 线性 关系 zw, = Twp- M 


1 0 
w= Lw = Lo Wps 
po 


tg 
r=| a— uo 1 p y=] ee), 
-(a*+ug) 1 ao po Ta po 
办 证明 边 界 条 件 可 以 写成 W = SW" + 总 .由 亚 音速 人 流 假设 ,有 Ah =xz+a>0 各 
AM =u-a <0, AT W = Cw) WES woa 
考虑 边界 条 件 a) BX’ S= p= g(t). w = Tw 得 


WwW! a pol {X! 
EE 
因 Q4= po 天 0, 所 以 边界 条 件 po 二 g(#) 可 以 转化 为 W = SW! + ,有 即 混 和 初 边 值 问题 是 


适 定 的 ， 
考虑 边界 条 件 中, 即 X= w= g(t) ,由 w = Tw, 得 


WE e a |r] xe. 
wi Po -a x"! 


A Q= 一 4 天 0, 所 以 边界 条 件 u= g(t) 可 以 转化 为 Wi= SW" + G, 即 混 舱 初 边 值 问题 
是 适 定 的 . 


得 到 
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第 四 重 ” 构 莫 计 算 方法 的 基本 原理 


这 里 介绍 数 情 方法 的 一 些 基 本 概念 ,规范 的 差分 构造 方法 、 差 分 向 非 绕 性 守 昼 系 统 推 
广 的 基本 原理 、 数 情 边 界 条 件 的 定义 和 时 间 积 分 方法 . 不 强调 任何 具体 方法 的 介绍 ,而 采 
用 一 维 问题 论述 一 些 具 有 一 艇 意义 的 原则 .向 高 维 问题 的 推广 在 芝 六 章 介绍 , 除 这 里 介绍 
的 方 法 外 ,还 有 在 空间 离散 方面 有 别 于 有 限 善 分 的 特殊 方法 (如 有 限 元 法 、 庶 方法 、 准 谱 方 
法 等 ) 和 基于 将 方程 写成 特殊 形式 的 方法 { 如 玻 尔 北野 方法 、 格 子 气 方法 、 拉 格 朗 日 方法 、 
涡 方 法 等 ). 特殊 方法 往往 村 对 特殊 用 途 , 没 有 有 限 差 分 法 那样 能 普遍 应 用 , 单 从 有 限 差分 
法 便 可 了 解 计算 流体 力学 数值 方法 的 例 谣 .所 以 这 里 只 介绍 有 限 差 分 法 


4.1 基本 概念 


描述 流体 运动 的 方程 在 一 般 情况 下 属于 非 线 性 守恒 方程 组 ,不 能 用 解析 办 法 求解 .这 
便 是 需要 使 用 数值 方法 的 原因 . 

计算 时 并 不 去 求 空间 任意 点 和 任意 时 刻 的 解 .我 们 只 对 空间 一 组 数目 有 限 的 离散 点 
上 的 解 感 兴趣 ,这 些 离 散 点 定义 在 事先 构造 好 的 网 格 节点 上 . 

用 于 计算 计算 域内 部 流动 的 数值 方法 称 为 格式 、 内 点 格式 等 .内 点 格式 是 数值 方法 的 
主体 . 

六 外 ,任何 计算 都 需要 初始 条 件 , 即 初始 时 刻 网 格 点 上 的 流动 参数 . 往往 直接 给 定 ， 
对 于 定常 问题 的 计算 ,一 般 给 均匀 来 流 作 初始 条 件 . 

一 般 问题 的 计算 域 都 有 边界 .因此 需要 对 边界 条 件 进行 离散 .许多 边界 条 件 才 是 一 个 
简单 的 代数 关系 式 , 所 以 它 的 数值 处 理 相对 简单 . 从 特征 理论 知道 , 某 些 边界 或 方程 的 某 
些 特征 分 量 并 不 需要 解析 边界 条 件 . 但 后 面 将 看 到 ,在 不 存在 解析 边 解 条 件 的 边界 ,可 能 
因 内 点 格式 涉及 一 些 多 余 的 末 知 数 从 而 需要 添加 数值 边界 条 件 , 以 对 内 点 格式 进行 封闭 ， 

数值 方法 的 构造 可 以 分 成 如 下 几 步 : 

1) 网 格 系统 的 构造 . 设 网 格 点 j(j =1,2,...， 站 坐标 为 zx, (假设 2;<2,.,). AR 
寸 ( 也 称 空间 步 长 )h; Sana 如 果 与 无 关 , 则 称 为 均匀 网 格 .如 果 尺 寸 与 i 有 关 , 则 


称 为 非 均匀 网 格 , MR EIC OR IE RE = <1 LTE he 


=h,-r 为 代数 加 密 . 这 里 + 为 常数 ， 
2) 时 间 步 长 的 构造 . 记 时 间 步 长 为 六. 时 间 步 长 一 般 依 赖 空间 步 长 ,二 者 的 关系 由 蓝 
名 的 CFL(Courant-Friedrichs-Lewy , 1928) RE : 
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k. 
CFL = Jayme |, 
了 


CFL 数 为 计算 流体 力学 中 最 具 普 适 意 义 的 无 量 网 参数 , 这 里 ,te 代表 方程 的 最 大 特征 
值 即 波 的 最 大 传播 速度 , 对 于 可 压缩 流体 ,最 大 传播 速度 等 于 音速 加 对 疲 速度 . 很 显然 ， 
Adk, 代表 最 快 波 在 每 一 时 间 步 移动 的 距离 ,因此 CFL 表示 最 快 波 在 每 -时 间 步 移动 
的 网 格 点 个 数 .如 果 要 求 在 个 时 间 步 波 能 从 7 tL 传播 到 j, 则 存 j 点 的 格式 必须 用 到 
前 一 时 刻 y 土 工 ,j 土 ( 工 一 1),... ,2 上 的 值 ,对 于 最 简单 的 格式 ,只 用 到 前 一 时 刻 左右 两 点 
和 中 点 的 值 ( 显 式 三 点 格式 ), 则 最 快 波 不 可 能 传播 多 于 1 个 网 格 点 的 距离 ,因而 必须 使 
CFI<<1, 否则 计算 会 不 稳定 .一 般 情况 下 ,格式 的 稳定 性 条 件 由 CFL 数 给 定 ,往往 不 能 天 
于 某 一 值 .根据 稳定 人 性 要 求 选取 CFLS, Eh k =CFLAAAS™ 计算 时 间 步 长 ,显然 ,各 
网 格 点 了 所 人 允许 的 时 间 步 长 可 以 不 一 样 .对 于 非 定常 问题 ,要 求 各 点 使 用 统一 的 时 间 步 长 
(均匀 时 间 步 长 }, 此 时 必须 取 各 点 所 允许 的 时 间 步 长 的 最 小 值 
 k=min(k;). 

对 于 定常 向 题 计 算 EAS NS SU Ab A BE 4A RIN BP Kok, . E 
使 用 当地 时 间 步 长 的 情况 下 ,可 以 证 明 , 非 线性 (标量 ) 方 程 在 非 均 名 网 格 上 的 格式 近似 等 
于 在 均匀 网 格 上 线性 问题 的 格式 { 见 第 六 章 6.5 节 ) . 因 线 性 问题 容易 收 伍 ,所 以 使 用 当地 
时 间 步 长 柯 以 加 快 收敛 速度 .第 za 个 时 间 步 对 应 的 时 刻 为 二 = 下 -t+ 和 (19=0). 

3) 数 值 解 的 定义 .在 时 间 步 ,两 格 点 ; 上 的 数值 解 定 义 为 


Ww ). 


此 时 称 数值 解 定义 在 网 格 节点 上 .有 时 也 把 数值 解 定义 在 网 格 中 点 ( 格 心 )z 和 = 二 (二 
z+D 上 .只 有 在 涉及 边界 条 件 或 在 以 后 介绍 的 有 限 体积 法 构造 格式 时 ,这 种 区 别 才 真正 
重要 .数值 计算 所 求 的 就 是 w. 

4) 格 式 的 构造 .在 偏 微分 方程 中 用 有 限 差分 有限 元 或 其 他 方法 代 蔡 信 微分, 便 获得 
所 需要 的 格式 ,为 了 简单 ,考虑 均匀 网 格 hj 二 h SHSM LE Ke, =k IiE kh =o. Il 
格式 的 一 般 形式 可 以 写成 


a 
DDH, (wel fe. etl wwii... wt f.o) =0. (4.1) 


T= 一 


这 里 A, 一 般 为 非 线 性 函数 ,s(s 宇 一 1) 为 某 整 数 ,1 ,x 为 非 负 整 数 .格式 (4.1) 涉 上 及 s+2 
个 时 间 层 和 并 +r+i 个 空间 点 的 值 ,因此 可 以 称 为 *!12 层 格式 或 !1r+l 点 格式 .也 称 
格式 的 带宽 为 +7r+1, 如 果 格 式 精度 高 而 且 宽 度 窗 , 则 称 为 紧 致 格式 ,如 果 
Htl,,,. ,wt ,t,t a) = wl, 

则 任意 网 格 点 ; 上 最 新 时 刻 n + 1 的 值 除 本 点 外 只 与 时 刻 委 的 值 有 关 , 因 此 称 为 显 式 格 
式 ， 

在 一 般 情况 下 ,任意 网 格 点 上 最 新 时 刻 nx + 1 MSR RAN A +1 的 值 有 
关 , 此 时 称 为 隐 式 格式 . 

如 果 之 以 即 格式 至 少 包 人 育 两 个 时 间 层 ), 则 称 为 时 间 柑 关 格 式 . 如 果 s= — 1, MER 
与 时 间 无 关 ,可 以 简化 为 
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H(w,-, bees W, 15 Ws Whe poe Warg) =O, 
这 电 H=H bm = 友人 .如果 OAR, AB EER IER 
解 . 一 般 用 时 间 相 关 格 式 求解 非 定常 问题 . 在 实际 计算 中 ,大 们 也 使 用 时 间 相 关 格 式 ( 时 
间 推 移 格式 或 伪 非 定常 方法 ) 计 算 定常 问题 .给 定 ww 后 ,通过 时 间 迁 代 , 由 时 间 步 n 的 数 
值 解 求 时 间 步 ae + 1 的 数值 解 .对 寸 韭 定常 问题 ,将 保存 某 些 时 刻 的 值 .对 于 定常 问题 ,时 
闻 选 代 是 为 了 获得 收 误解 


Uh; = Wy | po- 

实际 上 ,即使 针对 定常 问题 ,也 不 可 能 计算 无 穷 多 步 .一 般 算 到 数值 解 变化 小 到 可 以 
接受 的 情况 便 认为 获得 了 定常 解 , 这 种 可 接受 的 程度 按 第 五 章 定 义 的 残 值 衡量 . 

如 果 格 式 中 所 有 的 信德 分 都 用 数值 方法 代替 , 则 称 为 全 离散 格式 .如 果 只 是 时 间 导 数 
或 空间 导数 用 数值 方法 代替 , 则 相应 的 格式 称 为 半 离 散 格 式 . 

最 经 典 的 数值 方法 是 有 限 差 分 法 . 后 来 发 展 了 一 系列 的 特殊 方法 ,如 有 限 元 法 , 谱 方 
法 , 淮 谱 方法 ,等 等 ,这 些 特殊 方法 只 是 对 空间 离散 的 一 种 不 同 于 有 限 差 分 的 特殊 处 理 .还 
有 基于 将 方程 写成 特殊 形式 的 玻 尔 赣 曙 方法 .格子 气 方 法 、 拉 格 斋 日 方法 , 涡 方 法 等 特殊 
方法 .但 特殊 方法 往往 针对 特殊 用 途 , 没 有 有 限 差 分 法 那样 能 普遍 应 用 . 单 从 有 限 差分 法 
全 可 了 解 计算 流体 力学 数值 方法 的 全 狐 . 所 以 往 后 只 介绍 有 限 差分 法 ， 

有 限 差 分 方法 属于 求解 篇 微 分 方程 的 最 经 典 和 和 最 流行 的 方法 .构造 有 限 差分 力 法 的 
最 简单 步骤 为 : 

“将 一 维 ,一 维 、 三 维 计 算 空 间 划分 成 线段 Ie .六 面体 网 格 单元 ， 

， 将 偏 微 分 方程 写成 计算 坐标 系 形式 .对 其 中 的 每 项 导数 均 通 过 泰勒 展开 方法 构造 
差分 ， 


* 将 偏 微分 方程 中 的 偏 微 分 用 有 限 差 分 代替 ,得 有 限 差 分 方程 . 
4.2 有 限 差分 法 


4.2.1 有 限 差 分 的 定义 


令 上 为 任意 光滑 函数 # 的 空间 偏 导 数 ( 时 间 偏 导数 可 以 用 类 似 办 法 讨论 ). 由 导数 定 


里 出 


f= fy 5 (4.2) 


$, œit, (4.3) 


D ”也 可 以 定居 为 :多 = lim £ T+) =, 
ai Ba 
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这 里 = s(x +h) -下 一半 三) 定义 了 最 简单 的 差分 
在 网 格 点 /导数 ($,); 可 以 近似 为 


+1 $ 1 
($,) at (4.4) 


Ld BB UP LUE X E 
b= lig Mer tlo) 
ar a 


1 
Br 


i $7)— Br dr) 
To or , 


所 以 (由 ) 也 可 以 近似 为 


ayat, (4.5) 
yatt, (4.6) 


关系 式 (44.4) (4.5)? 和 (4.6) 分 别 叫 中 心 差分 .向 前 差分 和 向 后 差分 。 向 前 差分 与 向 后 差 
分 也 称 为 单 侧 差分 . 


4.2.2 区分 构造 的 一 般 方法 


设 导数 克 (zi) 的 有 限 差分 的 一 般 表 达 式 为 
LE L$ 15... 58 iP Pats Bh). 
EM 4.1 如 果 
LG 1 5005 BBs Baie-- Bers Ala a= be, 
WW L 5d, AA. 
fe SY He AR TIRE 
RLC -isor Bates Bap sh) S). 
定义 4.2 WR R=Th + ofA?) NAREORA p 防 精 度 . 
HG aS Re IPS 
tn hing hey +g +... =, + Olh]. 
2h ri By Rae gy we z 
因此 中 心 善 分 (4.4) 具 有 二 阶 精 度 . 类 但 可 以 证 明 , 单 全 差分 (4.5) 和 (4.6) 兵 具有 一 阶 精 
度 ， 
用 中 心 差分 来 代 兰 N-S 方 程 中 的 对 流 项 往往 存在 稳定 性 问题 ,而 单 侧 差 分 精度 太 
低 , 另 外 对 于 流动 机 理 研 究 可 能 需要 3 阶 以 上 的 精度 .因此 必需 探讨 获得 高 精度 差分 的 方 
法 . 


4.2.2.1 泰勒 展开 方法 


考虑 4 由) 差分 近似 的 ~- 般 形 式 


132. A Ba Fy Hae A be RE 


TOER: y Ya yt OLA? ], (4.7) 


其 中 的 系数 a ,v= hte. op HERE SER He BIE IRE. 设 精 度 为 
p BY. Ay ae EH Ag 


$a, = 8, + hb +A oh Po | ATOR BY 
这 里 A? RAR p Hg 阶 每 数 ， 
将 上 式 代 入 (4.7)f 
Sig., = i $, + Ea $9 a A Stag?) 


2 一 一 > 一 一 


ap. .，， 
为 了 获得 g 阶 精 度 ,必需 满足 如 下 条 件 E 


Sia, = 0《 齐 次 化 要 求 )， 


> wa, = 1 ( 相 容 性 要 求 )， 


ri! 


Sa, = 0, 


v= 


Yisa, = 0. 
eon! 
这 样 就 得 到 q+ 1 个 线性 无 关 的 表达 式 ,而 共有 +Tr+l 个 待定 参数 .上 而 代数 方程 组 的 
系数 后 阵 为 范 德 蒙 往 阵 ,可 以 求 道 . 因此, 下面 结 论 成 立 ;: 
推论 4.1 令 g=i+r, 对 给 定 的 1 和 7, 存 在 唯一 组 参数 
a,,v=—/,...,—71,0,1,....7, 
ARB (4.7) A g 阶 精 度 . 


4.2.22 算 T 法 


首先 定义 一 些 有 用 的 算 子 ， 

微分 算 了 ， 
n 平均 算 子 ， 
E,E 1: HRAT, 
EY: REMBAT, 
67 :向 前 差分 算 子 ， 
人 :向 后 差分 算 子 ， 
8:( 半 ) 中 心 养分 算 子 ， 
5:{ 全 ) 中 心 差分 算 子 ， 
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上 述 算 了 的 具体 表达 式 为 


D = ($), 
pe, = MORET ANSE 


1b = (4, + Bad, 

Eb = ġa ETI = h, 

P= ED, 

ELIET) 

8 =g- h, 

DE halhat, 
8 一 8p = E ah), 
88 12 =$,.1- 4). 

以 下 是 一 些 有 用 的 算 子 关系 式 


上 1 
=EF2-E 2， 

a lp ge | 
ô =E-], 

6 =1—E-!, 

6 =E lat 
S14= (E-1)!, 
s17 EY, 
z E-E!" 
zg | 上 _ 

° | 2 E 
8°6 =8 t+=8" 2 
Fa eX | 
AD=InE, 

E- -1 


S| 


> = sinh (hD). 
将 泰勒 展开 


B= B+ Gable tt APB 二 , 
写成 Ep, = erp ,使 可 导出 关系 式 E=, 
用 算 子 关系 式 
AD=InE, 


~ + l 
E=i+8'= 
ee 


AD=sinh l! 


:134 - 计算 流体 力学 基本 原理 


和 泰勒 展开 , 便 可 得到 下 面 的 向 前 . 问 后 的 中 心 差分 式 子 


+2 +3 +4 
6 +8 Os 


mt te ee 
关门 一 yt TT s (4.8) 
> 2 ao 3 4 
ALD =à ere (4.9) 
AD= 8 -tt (4.10) 


MAAS VEIT ate: ,得 了 下面 的 误差 估计 ， 
引 理 4.1 87t= Olat], t= Olat]. 
内 此 下 而 的 结论 成 立 : 
推论 4.2 ”如果 在 关系 式 (4.8) 和 (4.9) 中 和 保留 前 g 项 , 则 所 得 的 向 前 和 向 后 益 分 都 
具有 g 阶 精度 ;如 果 在 关系 式 (4.10) 中 保留 前 9 项 , 则 所 得 的 差分 有 具有 (2q) 阶 精度 . 
例如 在 (4.8) 和 {4,.9) 中 保留 秀 两 项 , 便 得 如 下 的 一 阶 差分 表达 式 


-3g 二 4¢ =P A? 

$0 = 1 Te ir? 4 yA, (4,11} 
-A$ i+ _ 2 

gin 38, ha $ 24g), (4.12) 


对 于 更 高 精度 的 差分 式 子 ,可 以 用 同类 方法 获得 . 
4.2.2.3 BAHE 


在 泰勒 展开 方法 与 算 子 法 中 ,差分 算 子 都 逐 点 定义 , 即 通 过 显 式 方法 定义 .在 这 里 介 
绍 的 隐 式 方法 (也 称 哈 米 顿 方法 、 紧 致 方法 , 样 条 方法 . 紧 致 隐 式 方法 .PADE 方法 等 ) 中 ， 
各 网 格 点 / 上 的 差分 通过 线性 系统 耦合 起 来 . 

PACA LIAB. > 


1 
hD=8" — 38"? + Ola*]= 2 +Olk ] 
1+8 
2 
由 此 得 到 
1,4, -la+ 2 
(1+38 |p=78 +OLR?], 
Bu JPM) Bt 8 $ ofa], (4.13) 


T (HBE TRA FR BE 4. 1S RA BUR A RAR j BAAP, 
存在 获得 隐 式 差分 算 子 的 较 系 统 的 方法 (Peyret & Taylor, 1982). UA = A RAR HS) 
例 , 先 写成 以 下 -- 般 形式 
L$, $1) =0. (4.14) 
RE L(g, BY = ML apat Ub. bpi. 
下 向 按 所 需要 的 精度 来 定义 参数 apapa 1,045,09,0-;. PIR. 14) RHE, 
可 以 令 其 中 一 个 参数 为 自由 参数 ,从 而 只 有 5 个 未 知 数 , 式 (4.14) 的 杞 断 谋 差 定义 为 
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R=L($,¢,). 
这 里 AS, 为 精确 解 及 其 微分 .用 泰勒 展开 得 


AIRS q hel 所 -i ta) 
— 十 一 - 一 一 一 一 q g 
(Te, ta D> b, P! 
= coah; + Cora + er Addy? 
CoP; fro 7 CIL J 
4 (ezak + cz zh?) 
4 (32h? + c3 3h?) 
十 Cea aht + cah ) Dit 
-F (es gh? 4 cs h5) $5) 


为 了 获得 二 阶 精 度 , 令 
coo 50, cia + hey) =0, 02,1 + her. = 0. 
由 此 得 到 S 个 未 知 数 的 3 个 关系 式 . 因 此 可 以 获得 一 族 售 有 2 个 自由 参数 的 2 WS 
REF. Ob, Ab0=a 和 565_ /bo=B 为 自由 参数 , 则 2 阶 精度 格式 为 
2-a ly ,+ ea, Bt tapi + 3 + BBM, =0. 
进一步 令 cah? + Cs 383=0, 便 得 到 含有 -个 自 由 参数 的 3 阶 精度 格式 


4 一 
Sat hy +e Stag fal, £201 + a) ON + OD, 120. 


截断 澡 差 { 保 留 主 部 ) 为 
pate ~1)9@+ #4 ) $5) 
2*8 60 F ` 
式 (4.14) 的 最 高 精度 是 4 阶 ,基体 形式 为 


3 
Tea 81 (8D + ag +60) 0 


AR AY ER EC EBB) 
_ ye 
R= Tae 
从 推论 4.1 知 三 点 显 式 格式 的 最 高 精度 为 2 阶 , 而 三 点 隐 或 格式 的 最 商 辅 度 为 4 阶 .出 此 
可 以 看 隐 式 格式 的 优越 性 , 当然 , 隐 式 差分 需要 对 隐 式 系统 求 逆 ,才能 获得 种 点 的 导数 值 . 
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但 所 浪费 的 计算 时 间 与 所 非得 的 高 精度 相 比 可 以 忽略 .事实 上 ,精度 越 高 ,使 用 的 网 格 点 
数量 越 少 ,总 的 计算 三 可 以 减少 . 
通过 使 用 出 高 阶 导 数 , 便 可 获得 更 高 阶 差分 ,这 便 吓 超 紧 致 方法 (Fu & Ma. ,1995). 
… 般 二 点 超 紧 致 差分 站 以 写成 


S (ah? AN + OP AIP + bP BIN) = 0. 


加 导数 各 只 (这 2) 的 补充 关系 式 


Tla + DSPE + cll) = 0, €=1,2,....¢-1. 
J=È 
上 面 式 子 也 可 写成 如 下 的 算 子 形式 
La Day + Lod; + L- ® 1 = ah Yni + OW Y, + ch? Y,a. 
这 里 Lay LO bapa qx 4 RE A7 p= (pg? ，、 sO PDN, Y= ( ~~ ?,0,. 3 
0y. 
通过 泰勒 展开 , 便 可 确定 系数 以 获得 所 需要 的 精度 . 


4.2.3 运输 方程 的 简单 差分 格式 


u, tau, =O. (4.15) 
为 了 获得 时 间 相 关 格式 ,空间 微分 e, 可 以 用 前 面 介绍 的 任意 差分 代替 ,时间 微分 x, 可 以 
用 中 心 差分 


utt! yt} 
a) 
或 者 向 前 差分 
untl — yt 
iy az È 7 
RE. 


TEA AAA TERR, E TAE tT. 
A. BERA O = ie eh) 

wnt atta É yt uta). (4.16) 
B. SHLD 22 op ie oe =H AE ) 


k 在 rt 
?= — Ip Cute ura). (4.17) 
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C.Lax ARNELA Bh) 


wh Cute bt) SE Cute = wha). 
D, 迎风 格式 (两 层 两 点 显 式 格式 ) 咏 
(1). (4.18) 
E. 欧 拉 向 后 格式 (两 层 二 点 隐 式 格式 ) 
witt Bt hut) = at (4.19) 


4.2.4 高 阶 微分 的 差分 


对 于 N-S 方 程 ,粘性 项 具有 二 阶 导数 .对 于 欧 拉 方程 , 基 然 挫 有 一 阶 导数 ,但 其 些 格 
式 ( 如 以 后 将 要 介绍 的 Lax-Wendrolf 格式 ) 的 构造 需要 用 到 高 阶 导 数 ， 

高 阶 导数 的 差分 可 以 用 与 前 面 一 阶 导 数 差 分 类 似 的 方法 枸 叶 .下面 考虑 上 ,的 差分 
逼近 . 


4.2.4.1 泰勒 展开 方法 


令 ， 
Par = LC) = abj. + bf, + cb. 
用 泰勒 展开 得 
Lb) = la +b +c); + (a — eng + ERP + OLA]. 


H $A 上 (而) ,所 以 必须 令 
athi+c=0, 


(a-ch =0, 
ate 
2 ha 
所 以 相应 的 系数 为 
l, _ 2 上 上 
a= pire ~~ pare = he’ 
由 此 得 到 下 面 的 闪 分 表达 式 
L(g) = Het Bt (4.20) 


TO 在 格式 {4.17) 中 将 民用 Caches tad a HA. 
DO MERY a >D, 而 则 格式 不 稳定 ,对 于 0 <0, EH 


-1 _ gh . 
ay e- p h um), 
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PL) = A292 + 94 OEh 人 ,所 以 三 点 中 心 差分 (4.20) 具 有 二 阶 精度 . 
为 了 获得 更 高 阶 精 度 , 可 以 构造 三 点 以 上 的 差分 


4.2.4.2 算 T 法 


前 面 已 经 得 到 


DE; =- TIn(1 ~ ©)$. 


对 上 式 在 使 用 同样 的 算 子 得 @ 
$= D4, =~ Alin - 8 ) 了 用 
用 泰勒 展开 ,有 
a? it 


fini -8) 7 = ("+ “a te ) = §?4 934 TA +.... 
如 果 只 保留 第 一 项 , 便 获 得 具有 一 阶 精度 的 向 后 差分 
(far); = aos, = inini fis + ApS) + OLh2], 
如 果 哥 留 前 二 项 , 则 得 具有 二 阶 精 度 的 和 品 后 差分 ; 
(a) = A= Sher he is Mags of nal, 
与 此 类 似 , 如 果 向 前 差分 和 中 心 差 分 算 子 关系 式 ,并 且 在 泰勒 展开 中 保留 前 二 项 , 便 得 到 
工 阶 精度 的 向 前 差分 


(tu); = 26; — Sfi + 4549 — Bias 十 cane + OER?], 


h? 
和 四 阶 精度 的 向 后 差分 
(fa) = — fis + 16 tt + 168 )-1 = fi- + anit + Of A'], 
4.2.4.3 隐 式 方法 
A 


f-1 


i=1 i=] 
LBP AP) = Dia Doph + 2 = 0. 


i=-1 


在 网 烙 点 7 对 上 式 进 行 泰坦 展开 ,在 规定 的 精度 下 保留 适当 的 项 , 便 可 以 得 到 相应 的 隐 式 


OW) ERA 
P$, =- pra -8 )]%,. 
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差分 关系 式 , 最 高 精度 的 二 点 差分 表达 式 为 
aan 28, + Had + POY — 8) + BA - 88 + gA = 0. 
相应 的 截断 误差 为 
R= sing. 


4.3 非 线 性 守恒 系统 的 数值 方法 


前 面 介绍 了 有 限 差分 的 一 般 方法 .对 于 流体 力学 的 … 般 方程 ,应 考虑 如 下 特殊 性 : 

《了 对 于 非 线性 问题 ,必需 将 方程 写成 守恒 形式 以 获得 正确 的 弱 解 . 相应 地 ,差分 方法 
也 应 写成 某 种 数值 意义 下 的 守恒 形式 ， 

(2) 针 对 波 的 移动 方向 不 同 可 以 有 不 同 的 处 理 方法 .而 对 于 欧 控 方程 ,不 同 特征 分 量 
的 波 的 移动 方向 不 一 样 ,所 以 得 分 开 处 理 . 

(3) 前 而 构造 差分 方法 时 ,假定 解 是 光滑 的 .而 对 于 可 庄 缩 流 动 , 存 在 激 波 和 滑 移 线 等 
间断 ,这 些 都 需要 特殊 处 理 . 

考虑 具有 弱 解 的 非 线性 守恒 系统 

vw, + flew), =0. (4.21) 


4.3.1 等 恒 格 式 及 几 种 表现 形式 


物理 意义 下 的 守恒 就 是 物质 ,动量 和 和 能量 不 能 自己 产生 与 消灭 0 第 三 章 讲 到 ,守恒 
变量 的 对 (没有 边界 的 ) 空 间 的 积分 不 随时 间 变 化 .对 于 数值 解 , 它 的 积分 (数值 积分 ) 也 不 
应 该 随时 间 变 化 ,由 此 导出 了 数值 方法 守恒 的 概念 . 

FEM 4.3 如 果 格 式 能 使 关系 式 


Dhat! = Dihal, Vn, (4.22) 
满足 , 巾 称 为 守恒 格式 ， 
半 离 散 形 式 的 守 桓 格式 一 般 可 以 写成 

(> -关中 

dw -1/13 “373 

a 7 , (4.23) 
这 里 SO) AE. 对 于 7+r+1 点 格式 ,数值 通 量 的 函数 形式 为 

fia 一 FO Cay ray: +e y Wy Uy yy-- TY 


它 上 必需 满足 下 面 的 相 容 性 关系 式 


人 D ”至 少 对 经 典 物理 学 如 此 . 
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Ft = 站 
全 离散 撒 式 的 守 异 格式 一 - 般 写 为 


we | l= a(i) gat (4,24) 
这 里 
sn 
满足 下 面相 容 性 条 件 的 雪人 通 量 


Fw), Cw)... ws) - fw). 
(0, PE OP eR A 


{ # 
me 一 wy 二 一 下 (也 过 一 T: 


x») 
K) 
这 里 f i= f Creep WT page Ue se). 
第 五 章 将 看 到 ,守恒 格式 可 以 自动 算出 激 波 并 给 出 其 正确 的 位 置 ,因此 这 种 数值 方法 
称 为 激流 捕获 法 .如 果 使 用 非 守 恒 格式 , 则 需要 在 有 关 位 置 使 用 局 部 R- HH 条 件 , 以 获得 
瑞 确 的 激流 位 置 ,这 种 方法 称 为 激 波 刹 撕 法 ， 
尽管 在 程序 中 应该 使 用 格式 揭 数 值 通 量 形式 ,但 有 时 写成 其 他 形式 分 析 起 来 更 方便 . 
ft horn 2AA 


yar ~ By 


Qt =o 
则 任何 守恒 格式 者 可 以 写成 
whl w= —o( fler~ fa) +5 Qed wre wy) Qe ~ wy) J. 


(4.25) 
对 于 运输 方程 ,如 果 系 数 Q 为 常数 , 则 上 述 格式 可 以 展开 成 下 面 形式 
wrt — wf =— au, + Qh? ttre + Ki thine + Katy t-e. 
这 里 Ki, K WRT RRR. RE, MER eR A, AIR Qi + 为 
BLE BE FRM. MO. 25) ASR AS RAPED oR. PRR RAS AEA EE CK AL 
AREER T CARH SAA eS TRER ERA ZA. 
AIMAT BOR RR SAS BS Bat He oh 
Aw, =C 16" woo 1) 


上 
二 


pa = “Clay sate, roy mo 3 e+ rds 


5 wW. (4.26) 


Dl = Dw. W-s. oa ,Wray-d)- 


对 于 标量 方程 ,如果 
<1, (4.27) 
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则 格式 称 为 证 增 量 格式 . 如 果 


C, 0D 12:0,C,,1+D, 


则 格式 所 有 系数 为 JIE ,从 而 称 为 正 系 数 格式 . 


4.3.2 中 心 格式 


如 果 所 有 的 空间 导数 均 用 中 心 差分 代 蔡 , 则 所 获得 的 格式 称 为 中 心 格式 .在 中 心 格式 
中 ,r=|1. 


z 


4.3.2.1 简单 中 心 差 分 格式 


最 简单 的 半 离 散 中 心 差分 格式 为 
dee 1 
di Rh h-a) (4.29) 


这 里 万 二 = f(y, DRE FL =E w) + flee). 


如 果 用 欧 拉 向 后 差分 代替 (4.29) 中 的 时 间 导 数 , 便 得 到 如 下 的 (不 稳定 ) 显 式 中 心 莽 
分 格式 


antl = a Sf a 
WRAT OAMENI E, A ak 
wet = wy = afha = Hv. 


如 时 用 欧 拉 向 后 差分 , 则 得 隐 式 中 心 差分 格式 
wil + SCR ED = wy. 
HE ER ECA , 便 得 Beaming-Warming 格式 
Aw, + A, —A,~Aw,-1) = 5 Fin — F-a). 
对 空间 导数 使 用 高 阶 差分 , 便 得 高 阶 中 心 差分 格式 .例如 Kreiss-Oliger 格式 为 ; 
wh = wl (Bf = 8/1 fher + fea). 


4.3.2.2 AT BY 


上 面 的 简单 中 心 差分 格式 对 于 线性 问题 往往 能 给 出 较 好 的 结果 .但 对 寺 非 线性 问题 
可 能 出 现 非 线性 不 稳定 .考虑 伯 格 斯 方程 w + (5 ue?) = 0 的 半 离散 格式 


as = 一 Lc uai) 一 Fu, -4)). 


假设 精确 解 为 wz)=Sttr ,这 里 S>0, 将 上 述 方程 线性 化 , 即 令 
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usutn, 
= (4.30) 
ap a+ 5-1) JRS H, T Hj- E 


ui —2u, +e = Aua + OLR ], 


ETEA H (4.30) 48 20 F ii BS HE 


BK = gees + OLA?) 


如 果 空 间 步 长 有 限 ,并 革 忽 略 高 解 小 量 , 则 上 述 方程 为 抛物 型 方程 .其 2 阶 导数 项 的 系数 
( 医 性 系数 ) 为 负 . 由 偏 微分 方程 理论 知 ,系数 为 贷 的 拍 物 型 方程 是 病态 的 .不 稳定 的 . 

为 了 消除 非 线 性 不 稳定 ,必需 添加 入 工 锋 性 ,以 平衡 掉 上 曾 的 负 笑 性 影响 .例如 ,可 以 
在 上 述 格 式 右 端 添加 上 Q《 刀 .1 ~2w + uy 1!). 这 里 Q>0 称 为 人 工 待 性 系数 .修改 后 的 
RH 


du’ Cae ， 号 ， ， 
2s 一 ‘ hQ -全 jx 
Seu + (45 5 urs: 


RATA RMR, aimee Q-4s) mii, 
Ae AE AA CIE) ERER. #18 Lax-Wendroff 格式 
atl no fr 一 fi 
wW -w =- a( 5 - 
这 里 
F = sf + fa) 一 FARA lafa 一 wt). 
TA BERERE Q = oA? 为 正 以 后 谈 到 的 迎风 格式 也 具有 内 仿 的 正 生性 系数 


某 些 格式 即使 具有 内 售 的 数值 竺 性 ,也 不 一 定 能 平衡 掉 非 线性 区 应 代 来 的 负 黏 性 ,所 
以 也 可 能 需要 添加 人 工 黏 性 ,将 数值 黏 性 
FQ wy. 一 2w, + w,-1) 
添加 在 (4.29) 的 右 端 , 便 得 
dw 


1 1 
ap 5T Fd — HAD + FR 2 + w), 


ALMEAR QUEER. WHORES ER. 重 如 ,如 果 取 Q=1 并 且 用 向 
前 差分 代替 时 间 导 数 , 便 得 Lax 格式 


wit! = at =- Èa = a) + Eleka -2al + wta), 
上 式 也 可 以 写成 


rt 1 Tr Tt k 
wet = glep + wil) y Gi -p 
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4.3.2.3 ”数值 振荡 
考虑 运输 方程 u tau, 二 0Ca 六 0) 与 间断 解 
wat jSfsul=0,7 >]. (4.31) 
使 用 Lax-Wendroff 格式 
wp ul Su = wd + Sates uh + wh) 
AL a = 28, 
2 A=0.5 并 把 格式 写成 
2 2 
pl AEA t (L Aap Aue, = 0.375 uty 4 0.7507 — 0.125 ahr. 


WEA CIS nel 时 的 数值 解 . 当 = 1 时, 解 得 
ul|l ,cs=1;u)= 1.125; 
uj+1~=0.375:u}|,»1+1 =0. 
进一步 求 得 n =2 时 的 解 为 { 见 图 4.1) 
: 精确 解 


u x ;数值 解 


J Ft] 


4.1 时 刻 n= 2 时 的 数值 解 


uiljeg- = 1s wh. 0.98; ul.17; 
#4417 0.583 u}= 0.14; ul| ,si+2=0., 
尽管 Lax-Wendroff 具有 内 含 的 数值 茜 性 ,所 算出 的 数值 解 在 间断 附近 存在 波动 现 
象 , 即 出 现 锯 具 型 结构 ,这 里 称 为 数值 振 划 .在 情 果 叶 变换 中 知道 ,用 傅 里 叶 级 数 对 间断 函 
数 展开 时 ,出 现 所 谓 的 Gibbs 效应 , 即 用 级 数 ( 有 限 项 ) 算 得 的 值 在 间断 附近 具有 锯齿 型 振 
H. 
对 于 Lax-Wendroff BH A RAFET, MARAR. 对 于 某 些 格式 如 
欧 拉 阿 后 差分 格式 ,数值 振 划 存在 于 激 臣 前 面 , 称 为 波 前 振 葛 . 对 于 跳 蛙 格式 ,同时 存在 波 
前 振荡 与 波 后 振 葛 .读者 可 以 用 前 面 的 鲍 子 自行 验证 这 一 结论 ， 
对 于 流动 问题 的 计算 ,数值 振荡 的 最 大 坏处 是 ,和 证 能 在 激 波 前 后 某 处 引起 密度 或 者 时 
力 为 久 , 这 是 物理 上 不 允许 的 ,计算 时 也 会 因 某 入 非法 运算 ( 除 0, 负 数 开 根 号 } 中 断 . 
数值 振荡 可 以 通过 添加 入 工 箔 性 或 构造 滤波 算 子 去 掉 (Lafon & Osher,1992). 


© J44" HA yA TI EAS RE 


4.3.3 迎风 格式 


对 于 双 曲 型 问题 ,不 同 特征 分 量 传播 的 方向 不 同 .前 而 介绍 的 中 心 差 分 方法 忽略 这 种 
传播 方向 的 影响 . 从 物理 上 分 析 , 下 面 的 考虑 显得 更 合理 : 

为 了 计算 节点 j 和 7 + 1 之 阿 的 单元 边界 j+ 方 小 的 值 (如 数值 通 量 ), 应 计 上 太 各 特征 
分 量 的 方向 性 . 对 于 向 右 传播 的 分 量 ,应 该 使 用 左边 的 值 来 计算 (因为 影响 来 自 左边 ), 即 
应 该 使 用 左 侧 差分 . 对 于 癌 左 传播 的 分 量 ,应 该 使 用 右边 的 值 来 计算 (因为 影响 来 自 右 
边 ), 即 应 该 使 用 右 侧 差分 . 这 就 是 迎风 格式 的 思想 .对 于 以 守重 变量 为 未 知 数 的 双 册 系 
统 , 不 同 分 量 相互 耦合 ,因此 必须 进行 特征 分 裂 ,以 便 对 不 同 特征 分 量 采 取 对 应 的 迎风 处 
理 . 


4.3.3.1 和 矩阵 分 烈 


根据 双 曲 性 定义 , f(rw) 的 雅 可 比 盾 阵 4 TR AE A, Cn =1,2,...,m) HA 
的 特征 值 , 工 为 对 角 化 后 阵 , 即 
A= LAL ,A=diaglA;,Az....,A,). (4.32) 
将 A 分 解 成 正 部 和 负 部 ， 


A=AT+A. 
这 里 
Ad 
AW = dagl AT Az... AR) AR = Fw l ae D 
于 是 (4.32) 可 以 写成 
有 =A + 有 . (4.33) 


BË A =LA LI, AT =LA L`. 
4.3.3.2 简单 一 阶 迎风 格式 


考虑 运输 方程 u + au, =0. 最 简单 的 半 离 散 迎 风格 式 为 


T= Eyo 4-1) a0; (4.34) 
d . 
TATT E au), a0. (4.35) 
最 简单 的 全 离散 迎风 格式 为 
2 


y= race u” (),a220; (4.36) 
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atl oo aA 
= yt ua <0. (4.37) 


RGR ”考虑 标量 形式 的 方程 u + flu), =0. 类 似 于 格式 (4.36) (4.37) ,迎风 
格式 可 以 与 成 { 令 fa), =df Cu) da) 


HY FCP) = fut) fC) 205 
wrt 1 a ， 
po POD) = FOG FC) SO. 
对 于 欧 拉 方 程 , 通 量 函 数 满 足下 述 齐 次 关系 式 


flw) = ACw)w. 
应 用 关系 起 (4.33) ,可 以 将 遵 量 分 型 成 
fiw) =A’ wt+tA we fitf. 
这 里 .六 =A uw RRMA, ARE A HA w 代表 向 左 传播 的 拢 
动 ,只 影响 左边 的 点 . 相 庶 的 迎风 格式 为 
nti H 
Se A Bt Fi FD. (4.38) 
A LRABE PRM EA +4 ee (SE-B ON REE SER 
是 向 左 传播 处 理 .如 果 简 单 把 它 看 作为 0, 则 计算 时 会 出 现 其 他 问题 (不 稳定 .不 收 伍 .给 
出 错误 的 弱 解 ). 这 种 特殊 情况 的 处 理 导 致 了 大 量 不 同 矢 通 量 分 发 方法 的 汕 现 .最 著名 的 
有 Steger 和 Warming( 1981) R A BB , van Leer(1982) 矢 通 量 分 型 法 . 
矢 道 基 分 裂 方 法 是 将 遂 晤 函数 按 不 同 特 征 方 向 进行 分 裂 , 然 后 求 差分 ， 
通 量 差 分 裂 ” 与 和 失 通 量 分 裂 个 同 , 通 量 差分 裂 是 针对 通 量 六 数 的 差分 进行 分 询 , 通 量 
基 分 列 也 称 脉动 分 异 , 由 雅 可 比 年 阵 的 定义 知道 


dfCw)=ACwidw. (4.39) 
在 通 基 差分 裂 中 ,将 (4.39) 写 成 等 同 的 差分 形式 
prt- =A LC; w). (4.40) 


这 里 AN 2 T AY Cee, 5 ty 1) ERI TE AT Ee PPB Roc 平 欧 (矩阵 ) ,定义 为 
4 的 所 有 特征 值 为 实数 并 且 该 矩阵 可 以 对 角 化 ; 
AA =Alw). w= w= ws 
A®), = ti 
ITF Wye We 
引入 该 年 阵 的 日 的 是 让 原来 的 非 线 性 依 微 分 方程 对 于 简单 的 间断 (如 激 波 ,接触 间断 ) 等 
价 于 下 面 的 可 以 直接 求解 的 线性 方程 
w, t+ Aw =0. (4.41) 
LARS- -条 性 质 是 为 了 保证 问题 的 双 曲 性 水 变 . 第 二 条 性 质 属 上 一 种 光滑 性 要 求 , 即 如 
果 空 间 分 布 为 常数 时 ,线性 方程 (4.41) 完 全 等 价 于 t4.40). 第 三 条 性 质 针 对 的 是 满足 R 
H 条 件 的 间断 解 . 没 非 线性 问题 间断 的 移动 速度 为 .于 是 RR- H RIAR A 


s TO | ek 


6， 计算 流体 力学 盐 本 应 理 


f- fray = sw, — ww). 
将 Roo 矩阵 的 第 二 条 性 质 代 人 上 式 得 


Ape Cay 一 w,) = sz, 一 zt- 


内 此 , 原 非 线性 偏 徽 分 方程 的 精 铺 解 确实 是 4 人 的 特征 矢量 ,， 为 AM 的 特征 值 ,也 就 
是 说 , 原 方程 的 简单 问 断 解 与 44.41) 的 解 是 等 价 的 . 
对 于 欧 拉 方程 , 令 A=A(u, 玉 ,a)( 这 里 ,w 为 速度 ,入 AE a 为 音速 ). 定 义 
— mt Dun = Hit DH jst 
u= yp A= Tp D= p’ 
masy- D(A -37 ) J Roe 矩阵 的 表达 式 为 
AF) = Alu, H,a). 
HARRIE ABR A fh 
A = AR t Ap, 


Miia 

Sf(wi=ApdwtApow. {4.42} 
这 里 8 表示 某 种 差分 , AAAA RA eB, RAAR RE 
响 . 右 边 第 二 项 代 素 癌 左 传播 的 扰动 ,只 对 左边 的 点 发 生 影 响 , 以 此 构造 的 Roe 格式 为 


atl 


wi — w= —al(Agdw)" 1+ (ARdw) 1). (4.43) 
这 里 Bu := wy si — wy 考虑 到 
ÅR = LAr -| Ar l), Ap = 了 (An 十 | Agl}; 
(Ant les: w= fr hr (Ar); 2G = wa) = A fo 
因此 Roe 格式 也 可 以 写成 
wel Th agit = -alfafa 
+ pol tAn!,. £1 ~~ Arl gl a) (4.44) 
So SS SS LTE, FA SSE BL A 
Para ZG tD tlel aw, wo). 
Godunov # FOREST BER + CDA j AA +L 的 中 间 , 也 可 以 


称 网 格 单 元 7 的 右边 界 或 y+1 的 左边 界 } 的 左右 状态 分 别 为 ;tor 和 wer. 如果 左右 状态 不 
同 , 则 该 处 定义 了 一 个 黎 曙 问题 ,假设 所 考虑 的 时 刻 为 上 =0. 在 足够 小 的 时 间 间 距 内 ,其 
他 半 网 格 点 的 类 似 黎 曼 问题 还 不 会 影响 到 这 里 ,因此 ,可 以 按 标 曼 问 题 


YET TLE, 
wlr, t= ， 
Wp, >r l 


"7: 
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oR FRE PS A AE w, 1= wa = Tid „t= 07 ) 来 构造 数值 通 量 
FO Cer, wg) = Fw, 
使 可 获得 所 需要 的 格式 . 如 果 用 歼 曼 问题 的 精确 解 , 则 所 得 的 方法 称 为 Godunov 方法 . 
般 认为 求 黎 曼 问题 的 精确 解 比较 费时 ,所 以 往往 使 用 近似 敢 曼 解 , 例如 ,将 方程 线性 化 
w, + Aw, = 0. 


这 里 A 为 雅 可 比 矩阵 上 (zer) 和 人 (rog) 的 某 种 平均 如 Roe 平均 .对 于 上 述 黎 曼 问 题 ,该 
线性 方程 的 解 可 以 直接 求 得 . 以 通 量 函 数 为 例 , 上 述 黎 晶 问 题 的 解 为 


f° (wr, wR) = few) + (Am dw)1, 
f Cw, we) = flwe) - (A* òw) 
(4.45) 


也 可 以 写成 
_ flew )+ flee) 17.4 


f° (wey, wp 


这 里 141=A+ -和 .如 果 使 用 Roe 平 均 , 则 得 到 前 面 所 述 的 Roe 格式 . Osher 采用 下 面 


的 平均 
A (wr, we) = [7A Cw)dw. 
相应 格式 的 数值 通 量 为 
Fw) + fhe) _ 2 | ACw) | dw. 


f (wr, wr) = 


预 分 裂 法 ”数值 验算 表明 , 矢 通 量 分 裂 烙 式 比较 简单 但 往往 精度 低 , 通 量 差分 裂 格式 
精度 较 好 但 计算 量 较 大 .为 了 结合 两 者 的 优点 ,可 以 将 通 量 函 教 分 解 成 两 部 分 ,然后 分 别 


处 理 ， 
对 于 欧 拉 方程 ,可 以 将 通 量 函数 预先 分 裂 成 对 流 部 分 与 压力 ( 房 学 ) 部 分 


pit 
flw)= put pl =F Ff”, 
eu 
e 0} 
fOzu pu f= P|: 
pH 0 
对 流 分 量 1 只 有 一 个 特征 值 ( 即 速度 zx ). 采 用 矢 通 量 分 裂 得 
p 
fO =u | pu 
PR 


Cop, WR ul 20; 


这 里 
Ora] 
Cor, WR ul <0. 


48: 计算 流体 力学 上 大 本 原理 


因此 ,对流 分量 的 矢 通 量 分 型 十 分 简单 . 

压力 部 分 of?) te BY LR A 4 BO BW. AUSM ( Advection Upstream Splitting 
Method) #40 IE E A Tick # fl 2 PEAY (Liou & Steffen, 1991). 

述 有 一 种 所 谓 的 波 - 粒 (wavexparticle split) 4+ 24 (Agarwal & Halt, 1993), H Fst 


H: 
put 
flw)= pur+ p = fl 4 fp, 
pull 
G 0 | 
FO=ul oul, {P= | p 
pk up 


与 7 相关 的 特征 值 为 (u ,ww), 因 此 信息 以 流体 质点 速度 (粒子 速度 ) 传 播 
ple aye aaa ay yr) _jy-l Ay Pye fy pb yes RE 
与 天 ”有关 的 特征 值 为 [0、/ 2a,- I- ) ,因此 信息 以 压力 波形 式 传播 
还 有 -种 适合 低速 问题 计算 的 分 裂 , 见 {(Abarbanel,Duth, & Gottlieb, 1989). 


4.3.3.3 一 阶 迎 风格 式 的 特性 


一 阶 迎 风格 式 精度 低 . 下面 用 一 阶 迎 风格 式 来 求 运输 方程 w + au, =0(a >0), 初 始 
条 件 仍 由 (4.31) 给 定 , 将 格式 写成 
wis ut ACP uf), a=, (4.46) 
EH A=0.5. 为 了 方便 ,将 格式 写成 
u3*l= (1-A )ut + Auf- =A (u7 + ur). 
4 n=1 it, SARA 
ul| e= l; uj}=1; 
w+, =0.5; ul|;s111=0. 
当 =2 时 , 解 为 ( 见 图 4.2) 
: KHR 


H x : HH 


Hitl 


图 4,2 0 “Gn — 2 时间 肠 附 近 的 数值 解 
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ul jor ads ub; uy. {0.753 
uta = 0.25; uli s,.2=0. 

与 中 心 差 分 不 同 ERA RERA. DT a 2 TR Eo = 2, RES 
DEAE 4S RB ca. Baek a VAD AE BPE DREE LRA. AE a ER E A 
to PGE WA BB) Br RAE T. 

WER GTSE EAA, BT RRA A Cy PE ABT ABH BR BO, MY TR 
程 ,用 Roe ir + op te Ay Be Eh AUER IA. 


4.3.4 高 分 辩 率 格式 基本 思想 


前 面 介绍 了 构造 中 心 差分 和 一 阶 迎 风格 式 的 思路 .中心 差分 虽然 简单 并 且 一 般 具 有 
二 阶 (或 以 上 ) 精 度 ,但 对 于 间断 解 很 容易 出 现 不 容易 控制 的 数值 振东 .前面 介绍 的 迎风 格 
式 虽 然 ( 对 于 标量 方程 ) 可 以 抑制 数值 振 功 ,但 精度 低 ,而 且 将 本 来 应 该 很 陡峭 的 激 波 给 抹 
得 很 平 .为 了 在 解 光 滑 的 区 域 获得 较 高 精度 的 解 ,并 且 在 激 波 等 间断 区 域 获得 没有 数值 振 
荡 或 数值 振荡 可 以 令 人 接受 的 较 汗 峭 的 分 办 率 , 发 展 了 高 分 辩 率 格式 ,这 里 简单 介绍 构造 
高 分 辩 率 格式 的 基本 思想 . 


4.3.4.1 标量 方程 的 基本 特性 


这 里 从 标量 方程 出 发 介绍 构造 高 分 辩 率 格式 的 一 些 基本 理论 ,忽略 其 中 的 证 明 . 
考虑 标量 方程 
2 十 FE 一 OCRzrcGR-i 《4.47) 
ulr, O= plr) ER. (4.48) 
这 里 #zr) 为 具有 有 界 变 差 的 函数 , 即 对 于 任何 8 >0,48 


TVS) = | 1 Be +8) - Bx) I de < oo， 


对 十 尾 意 时 刻 ,标量 问题 (4.47) (4.40 RRRA F AED, 

{让 除 已 经 有 有 的 极 值 (空间 位 置 可 以 在 移动 ) ,不 会 出 现 新 的 极 值 ， 

(让) 局 部 极 小 值 不 会 变 小 ,局 部 极 大 值 不 会 变 大 ， 

上 述 单 调 特 性 意味 着 u 的 总 变 蓉 不 会 因 时 间 推 移 而 增加 , 郧 

TV(u(t2}) STV Calti), Ven Sty. 

反 这 来 , 正 因 为 上 述 总 变 差 不 随时 间 瑞 加 的 性 质 , 才 使 得 弱 解 不 会 出 现 新 的 极 值 ( 即 
不 会 在 时 间 推 逢 过 程 中 出 现 新 的 振 划 解 ) 巴 . 将 这 一 人 性质 应 用 于 数值 方法 中 , 便 获 得 了 构 
造 高 分 辩论 格式 的 基本 思想 .这 是 因为 ,数值 振 划 指 的 是 新 的 极 值 的 产生 . 如 果 数 值 方法 


D WEE o ARAM a, 一 0, 则 有 s=- Alua, =O, AE e 的 值 不 再 变化 . 
D 这 可 以 严 榜 证 明 , 但 可 以 从 直观 上 进行 郑 解 .原来 , 丽 数 的 总 变 益 严 榕 度量 了 该 蓝 数 的 捍 率 的 绝对 蔓 的 . 新 的 
极 值 的 出 现 体 坑 了 这 种 度 基 的 增加 .所 以 总 变 差 的 减 小 制约 了 新 的 极 值 的 出 现 ， 
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使 得 总 变 益 减 小 ,那么 数值 振东 使 得 到 拙 制 . 
SRP APE ot tl 点 格式 
wel) = Hlg gs... ay ee ate Uy). 
对 于 数值 解 , 总 变 差 定义 为 
TV(u") = X latat. 


这 里 3 u = ua u We EER ARE A E A 4D EA R PE. 这 样 就 可 
以 避免 在 间断 附近 出 现 数值 振 萝 . 
定义 4.4 站 如 果 函 数理 是 所 有 共 自 变量 的 非 减 函数 , 则 称 格式 为 单调 格式 ，; 
i 让) 如 时 不等式 
TV{atl) < TV (a), Vn SO, 
成 立 , 则 格式 称 为 VD(total variation diminishing) fA x0, AAS a eh. 
如果 wu” Ex 的 单调 函数 ( 即 为 坐标 的 增 函 数 或 减 区 数 ) , 必 使 x*+! 岂 为 + 的 单 阅 
函数 ,这 样 的 格式 称 为 保单 调 格 式 . 
可 以 证 明 下 面 的 定理 (Harten 1983; Tadmor, 1984, 1988): 
定理 4.1 ii 单调 格式 为 TVD 格 式 , 反 之 不 一 定 成 立 ; 
i) TVD 格式 是 保单 调 格式 ,反之 不 一 定 成 立 ; 
ii 单调 格式 只 具有 一 阶 精 度 ; 
iv 任何 线 性 保单 调 格式 (从 而 任何 线性 TVD 赂 式 ) 都 旦 单调 格式 ,因而 只 具有 一 阶 
精度 . 
因此 为 了 获得 高 精度 TVD 格式 ,必须 构造 非 线 性 格式 {( 即 对 于 线性 问题 ,格式 也 是 
JER HER). A TAE eE TVD 格式 ,必须 构造 TVD 格式 的 更 简单 的 等 价 条 件 . 
这 种 条 储 可 以 针对 格式 的 三 种 不 同形 式 { 增 量 形式 . 黏 性 形式 FEER). 
A) 考 虑 格式 的 增 量 形式 (4.26). 可 以 证 明 (Harten,1983;Tadmor,1984) 下 面 定理 ， 
定理 4.2 正 增 其 格式 为 TVD RAA. A TVD 格式 为 正 增 有 量 格式 . 
也 对 于 村 恒 形式 的 格式 ,可 以 用 数值 通 量 来 表述 TVD 条 件 (Tadmor, 1988); 
定理 4.3 对 于 任意 守恒 形式 的 两 层 格式 , 设 方 ;} Lipschitz 连续 .如 果 
fu RAMA fl ft 


= =) 
2 2 


在 uy BAER AE SAL, 


WARA TVD 格式 . 
CAR ee RA EE sh 


Au, =~ 08(pf); +5 8(Qau);. (4.49) 


wt 
ma 
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定理 4.4 考虑 两 层 显 式 守 便 格 式 , 如 打数 值 埋 性 系数 满足 ; 
oA |, EQ EL. (4.50) 


则 格式 为 TVD 格式 . 另外 三 点 TVD 格式 必 满 足 上 述 条 件 . 

下 面 定理 表明 不 存在 三 点 高 精度 TVER. 

定理 4.5 =A TVD 格式 只 具有 一 阶 精 度 . 

因此 ,具有 二 阶 精度 的 Lax-Wendroff 格式 青 定 不 是 TVD 格式 .所 以 用 此 格式 会 出 现 
数值 振荡 . 

假设 j 为 极 大 值 点 , 即 

òt u, < 0, uj >D. 
如 果 格 式 为 正 增 量 格式 , 则 由 (4.26)、(4.27)? 得 Au, <0. RE BOR KB). — A 
Ou P ,在 极 值 点 ,TVD 格式 退化 为 -- 阶 精度 (Harten & Osher, 1987}. 因此 TVD 特性 有 点 
苛刻 .有 时 使 用 条 忻 更 宽松 一 点 的 格式 : 

定 多 4.5 i) MRR 

TVart) S EVC) + OLA], p > 0, 
满足 , 则 格式 称 为 基本 无 振 葛 格式 (ENO 格式 ) 

让 如 果 条 件 

TW IDSC, Yn 20, 
满足 (C 为 正常 数 ) , 则 格式 称 为 总 变 差 有 界 格式 (TVB 格式 )， 

tj TVD 格式 相反 ,END 格式 和 TVB 格式 在 极 俱 点 可 以 具有 一 阶 精度 .但 允许 小 的 
数值 振 落 出现 ,只 是 这 种 振 落 以 变 差 来 衡量 属于 有 限 的 小 量 , 随 着 网 格 加 密 趋 于 零 . 

一 阶 迎风 格式 ( 一 般 为 TVD 格式 ) 内 售 的 数值 黏 性 很 大 , 注 波 分 辨 率 关 ,在 解 均匀 的 
区 域 精 度 低 .而 中 心 格 式 ( 如 Lax-Wendroff 格式 ) 在 和 解 均匀 的 区 域 精度 高 ,但 在 间断 附近 
出 现 伪 振荡 . 

在 激 波 捕获 法 的 框架 下 ,高 分 辩 率 格式 的 定义 为 ， 

。 在 解 均 匀 的 区 域 至 少 具有 二 阶 精 度 ; 

* 能 将 间断 分 辩 在 很 少 的 几 个 网 格 点 上 (如 2 至 3 个 点 ), 不 引起 数值 振东 (TVD7 或 

者 数值 振荡 幅度 很 小 (ENO,TVB); 

， 不 需要 添加 和 人工 昔 性 或 使 用 滤波 算 子 . 

高 分 辨 率 格 式 如 果 汕 有 数值 迫 萝 (Non-oscillatory) 不 带 自 由 参数 (No-free-parame- 
ter) FF A AL RE Bt 2 44 oh (Dissipative) ,那么 称 为 NND AOKI , 1988). 

需要 特别 注意 的 是 ,前 面 介绍 的 -- 切 性 质 和 定义 都 是 针对 标量 方程 的 .不 能 对 系统 方 
ik TVD ENO, TVB 等 性 质 .往往 由 标量 方程 建立 的 结果 直接 应 用 于 系统 方程 ,而 不 计 
较 是 否 保留 了 应 有 的 特性 ,例如 ,用 标量 方程 构造 的 TVD 格式 推广 到 系统 方程 后 可 能 不 
再 具备 TVD EM ,但 仍 称 为 TVD AR. 

更 详细 的 理论 综述 可 参阅 (水 鸿 寿 ,1998)， 
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4.3.4.2 构造 高 分 辩 率 格式 的 一 般 方 法 


构造 高 分 辨 率 格 式 有 代数 方法 和 几何 方法 .早期 使 用 代数 方法 ,现在 主要 使 用 几何 方 
法 .下 面 分 别 介绍 . 

代数 方法 ”代数 方法 的 基本 思想 是 ,结合 适合 处 理 间断 的 低 精 度数 值 通 量 f+ 和 处 
理 均匀 解 的 高 精度 数值 通 量 PY ,以 获得 混合 数值 通 量 

Al) = A + oe LA). 

这 里 6 和 为 加权 函数 ,也 称 通 量 限制 器 . 构造 限制 器 的 原则 是 ,使 格式 满足 TVD 条 件 
《4.50) 并 且 尽 量 简单 .早期 的 FCT (Flux-Corrected Transpert) 格 式 属于 代数 法 一 类 (Boris 
& Book, 1973). 

先 考 虑 标量 方程 并 定义 


最 简单 的 办 法 是 结合 一 阶 迎 风格 式 ( FUP) ) 与 二 阶 精 度 Lax-Wendroff 格式 ( zw) 
. LW) (UP) 
fp = AD + 8, Fed ~ LAP). 
RE $7) HE RB, y TR 


2 + 
(| al-s | 一 ee 8 Us 


rl = 5 - , s = san(a,,i}. 
了 (| aad | 一 oa541)8 uy. 1*2 


适当 选取 限制 器 函数 , 便 可 获得 TVD 格式 (Sweby,1984). 
某 些 经 典 格式 可 以 通过 适当 选取 限制 器 获得 ,如 ; 
$(r)==0, 一 阶 迎 风格 式 ， 
$(r)=1, 26 lax-wendroff 格式 ; 
$(r)=r,Warming-Beam 格式 . 
使 用 干 面 的 限制 器 可 以 在 标量 方程 情况 下 获得 TVD TER: 
* 单调 限制 器 : 
rt+ir 
Hr) = eee 
- MUSCL 58 fil 38; 


$(r) = max(O,min(2,2r),4 5"), 


bl 巨峰 限制 器 : 


f(r} = max{0,min(2r.1),min(r,2)). 
* 最 小 模 限 制 器 ， 
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$(r) = minmod(1,r}. 
这 里 minmod XA 
minmed(a,4) = sgn(a}max(0,min(| a |,dsgn(a))). 
如 果 使 用 二 参数 限制 器 $8(r* 7) aE 


_ ôt Hitl - a ij 
F l 一 + ar 1 ’ 
I~? é 2 6 a 


则 可 获得 对 称 TVD 格式 , 二 参数 限制 器 与 单 参数 限制 器 之 间 由 下 面 关 系 式 连接 : 
lrt, r) = $Cr*) + A) a. 

对 于 最 小 模 限 制 器 ,a = 上 .于 其 他 限制 器 ,a =2. 

对 于 系统 方程 ,必须 针对 每 个 特征 分 量 使 用 上 面 的 方法 ， 

几何 构造 法 ”前 面 讲 到 的 近似 黎 曼 算 子 在 构造 数值 通 量 时 ,用 到 所 在 的 单元 边界 的 
左右 状态 ,4,4 入 ,3,R. 在 几何 构造 法 中 ,将 这 些 状态 通过 插值 赋 邓 寓 一 般 的 定义 ,而 
不 是 简单 用 左右 两 个 网 格 点 上 的 值 ; 

* 分 段 常 数 法 

Hada = Wt = Hjt: 


‘ 线性 插值 法 (6u,} 一 人 +1 一 uj) 


Lir] 
b> | 
Po 


tadl p= + Fuat. 
* SFe pi H APPM: (Colella & Woodward, 1984) 
E AN-MARRATUSM 


tjl p5 Lianan- 1+ (1+ )du;,1], 


+d R= Myr Ha- w su, +3+(1+7)u; jo. 
这 里 ,三 为 插值 系数 ; 
‘ws 一 圭 , 完 全 迎风 格式 ; 
-w = 0, Fromme 格式 ; 
. 而 二 |, 三 点 中 心 差分 格式 ，; 


而 = 记 ,三 点 迎风 偏 置 格式 ， 


为 了 获得 保单 调 性 质 , 对 斜率 Du, + 必须 通过 斜率 限制 器 进行 某 种 限制 , 带 限制 器 的 
插值 公式 可 以 写 为 


1 
Hd, R = Ma rune ~ Hi)du, ,3 + (1 wu], 
unl = Pu, ste wu, 4), 
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这 里 ,om 为 满足 条 件 
laos 3 一 到 
l- wW 
ATHER, Ddd ARR AE. A FEJLE A A 9 BR a) Bs = sign (dd )): 
1) Sie P48 EAR hl BB 
| — fsmin(}dyl,}d-1) dsd_>0 
O(d,,d_) = minmod(d,,d_) -| dd LO 
2)van Albada 限制 器 
_ d- (di+e)+d, (dite) as 
O(d.,d_) dlt d+ 2e & = 10 H 
3) Woodward-Collela 限制 器 
Olda ,d-) = minmod(d. sd. (dst d-)); 


4) E  (Superbee) IR il 4E 
O(d.,d.) = s maxl0,min(2 | dils -Jamini d,|,2sd_)]. 
最 简单 的 限制 器 为 
S = minmedk 人 u,,8° uj), 
从 而 有 


Log 
Had p= Hit 9 Sie 


对 十 系统 方程 , Ay LA et OM SF fee Oe AE EH Se, 18 
wd PU te, Lg BER ABB E Sh A EH A BH E; 

A) 如 果 用 近似 黎 曼 算 子 ,数值 通 量 为 

) fw dr J+ for Rp 1 
J 一 一 | Āti | (w jd RT Wat ws 
B) 如 果 用 矢 通 量 分 型 法 , 则 数值 通 量 为 
fd =f Ceha) +F (wide): 

以 上 针对 守重 变量 .基本 变量 或 者 特征 变量 擂 值 再 构造 数值 通 量 的 方法 统称 为 
MUSCL( Monotonic Upstream Scheme for Conservation Laws) 方 法 ，MUSCL FERFE 
能 获得 二 阶 精 度 (Wu， Wang & Sun, 1998). 还 有 一 类 方法 基于 通 量 函 数 插值 ,如 部 分 
ENO 方法 (Shu & Osher,1988) 和 张 涵 信 的 NND 方法 ( 张 泗 信 ,1988), 可 以 获得 更 高 的 精 
RE. 
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4.4 RAE 
4.4.1 外 边界 处 理 


考虑 和 运输 方程 
zi + as0， 1220, rl, (4.51) 
和 初试 条 件 
u(z,0)=aylr), Erl, (4.52) 
根据 特征 线 理 论 ,在 边界 =0 处 需 给 边界 条 件 
u(0,t)= glt}, t =0. (4.53) 


而 在 边界 + =1 不 需要 边界 条 忻 . 

称 式 (4.53) 为 解析 边界 条 件 , 也 称 为 物理 边界 条 忻 . 

在 数值 方法 中 ,将 区 域 0<zr<1 分 成 了 个 均匀 的 网 格 单元 ,网 格 j) =1,2,,,.,/ 处 于 
区 域 的 内 部 , 称 为 内 点 .内 点 上 的 值 由 内 点 格式 求 . 网 格 点 ;=0 和 j=J+1 称 为 边界 点 . 
有 两 种 设置 边界 点 的 办 法 { 图 4.3): 


f= 4 1 2 Jog 


Te $A rc] 


efelelejejel stele ele 
o | 2 J 


f+ 


+I 


fe 


图 4.3 边界 点 设置 
上 : 实 点 法 ;下 : 虑 点 法 


A. 实 点 法 :边界 点 (j= 一 0,j 二 +1) 与 物理 边界 x =0 重合 , 实 点 法 特别 适合 定义 狂 
利克 莱 条 件 . 

B. SERGE :物理 边界 x =0 位 于 边界 点 (j=0,7 = 二 +1) 和 相 令 内 点 (j=1,y =F) 
Hi. 虚 点 法 特别 适合 定义 牛 曼 条 件 . 

尽管 在 右边 界 不 存在 解析 边界 条 件 , 有 时 也 需 给 一 种 特殊 条 件 , 称 为 数值 边界 条 件 ， 
以 实 点 法 为 例 来 讨论 ， 

三 点 Lax-Wendroff 格式 . 该 格式 可 以 写成 


nd n A 如 n 2 n n H i 
ui l= DR w+ 人 (a —Qu?+u?_)),7=1,2,...,J. (4.54) 


这 里 =A 在 格式 (4.54) 中 ,用 了 uh 各 +1 以 计算 内 点 j=1 和 j=J 的 值 . 因 u? 
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和 地 + 并 木 由 (4.54) 计 算 , 所 以 必须 通过 边界 条 件 给 出 
边界 值 霹 用 解析 边界 条 件 (4.53) 纵 市 
ud = gtnk). 
内在 .x 二 不 存在 解析 边界 条 件 , 所 以 好 1 必须 通过 外 插 或 单 侧 糙 式 求 得 


人 - - 
uja = 二) 
gi 


上 式 便 是 典型 的 数值 边界 条 件 . 
定义 4.6 将 精确 解 x = ut(1,nkt) 代 人 (4.55) 并 用 泰勒 展开 , 如果 有 
x 一 MH, CEPET TENO = OLR], 


IARC 4. SS) ACA p 阶 精度 ， 也 称 具有 (p++1 阶 局 部 精度 ， 
下 而 是 一些 数 值 边界 条 件 的 例子 ， 


平 搬 : 

uyr1= ft p=0), 

uj+y=2uj ~ uy?-1(p=1). 
PHE: 

u= u p=), 

wie, = 2u — u}. -ip=1), 
单 侧 迎 风格 式 : 

uty 1 = 一 六 Ca om uf (p=). 

合子 格式 ， 


UPL (2 


(4.55) 


E RTE PSB FR AT LAE POR SR AR TL FC AE PRS «TR 


条 件 (4.53) 对 于 实 点 法 可 以 写成 
ul=g{nk), 


2 
这 里 u1 HW 界 上 的 近似 , 最 简单 的 办 法 是 用 下 面 的 博 值 


n l 
ul = Cup + ui). 
2 


由 此 得 边界 条 件 
ug =2g (nk) 一 wñ. 
该 条 件 只 有 具有 二 阶 精度 .如 桌 需 要 更 高 阶 精 度 ,可 以 用 更 高 阶 插值 . 
五 点 Kreiss-Oliger 格式 ”五 点 Kreiss-Oliger 格式 可 以 写成 
的 


显然 ,该 格式 需要 点 == 一 1,0,J+1,J 12 上 的 边界 条 件 ( 图 4.4). 
首先 考虑 边界 点 ;=0,; = -1 的 处 理 , 仍 只 考虑 实 点 法 ， 


(4.56) 
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x=0 n =! 
图 4.4 SARA 
边界 值 up 仍 用 解析 边界 条 件 


ug=g(nk). 
边界 点 7= -1 PAA eH he 


ul = > (- iy I aO, nk) + OCA), 
d=0 at ax 


上 式 中 的 导数 au (0, 六) 一 般 用 单 亿 ( 这 里 向 右 ) 差 分 代替 . 例如 ,如 果 只 需要 一 阶 精 
朗 , 便 可 以 只 保留 上 上 式 中 的 前 二 项 并 且 用 具有 一 解 精度 的 向 右 差 分 代替 w(x =0): 


uy 一 下 
zc 人 (一 0 一 一 
由 此 得 
U1=2u0 tj. 
如 果 需 要 g 阶 边 界 条 件 , 则 保留 (Cd + 1) 项 并 用 g -e+l 阶 精度 的 向 右 盖 分 代 蔡 导数 
ou" 
Ox” 
也 可 以 用 方程 (4.51) 来 获得 
ty = ee lay Uy =C Hys. 
由 j=0 处 的 解析 边界 条 件 得 
u,=—c lpg, UTC Bpr.. 
从 而 边界 条 件 可 以 写成 
az =$ Ar ee Ch) EL +O(p 1). 
oza! 
这 种 方法 对 于 系统 方程 并 不 实用 . 


最 后 考虑 边界 点 J=J+1,J+2 的 处 理 . 
边界 点 了 = 了 + 1 的 值 用 数值 边界 条 件 (4.55) 定 义 . 边界 ;=J +2 的 伟 一 般 用 与 j = 
J+1 相同 的 办 法 求 得 . 即 由 点 了 +1 的 数值 边界 条 件 表达 式 向 右 平移 一 个 网 格 点 获得 


i 
wh] - . 一 

uja = DH, Asahi uy uff... 
a-O 


i 
uj = DHA safle uyrf uk 2. on 
=O 


(AN, ANE j = 了 +1 处 的 边界 条 件 为 
uF] Zuy ~ uj) r 


则 有 
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ujp-y=2uj+1— uf. 


很 显然 ,上 述 方法 可 以 推广 到 更 多 点 的 格式 . 


4.4.2 分 区 内 边界 条 件 


考虑 下 面 的 数学 模型 : 
w+ fiw), =0, ER, -ALB (MARR), (4.57) 
wr, 0)= wilr), “ASIB (Wik Rt), (4,58) 
wl-A,t)=glt}, 1ER GORI, (4,59) 


Ow 是 守 但 变量 , f(xw) 是 通 基 函数 .不 失 一 般 性 ,已 假定 了 C=dflw) dw >0. 
为 了 求解 上 述 初 边 值 间 题 ,将 区 域 分 解 成 两 个 子 域 :D, = (- A, 6),D,=(-a@,B). 
这 里 ,一 a 志和 如 果 一 a =5, 则 为 对 接 网 格 (图 4.5); 车 一 a < 之 65, 则 为 覆盖 网 格 ( 图 4.6)， 


0 
x A Dt "4 -m -4 -ł Ù b 
-A 1 a r a oa F a ES F 
| i woy 
B i : : : B 
一 
1 ao) P P+ Dy 
vy 
图 4.5 对 接 网 格 图 4.6 MERR 


在 区 域 D, ALD, 中 ,网 格 大 小 分 别 记 为 i 和 .在 左右 两 区 域 中 ,差分 格式 (这 里 限 三 点 
格式 ) 可 分 别 写 为 
人 = = telfa F-a) E Dus 
Avy = -alg i127 g-i E D. 
这 里 o, 一 AZ sos =k hek 为 时 间 步 长 , 广 与 为 左右 子 区 中 相应 于 函数 F(te) 的 数值 
ER. 
子 域内 边界 处 j=0 值 ug 1 和 vp! ATARA RFE. 


(4.60) 


4.4.2.1 对 接 网 格 


对 接 网 格 又 分 为 错 点 对 接 ( 图 4.7,4.9) 和 正点 对 接 (图 4.8,4.10) 两 种 . 正点 为 数值 
解 定义 的 点 .根据 加 密 与 否 , 丸 分 为 连续 交接 (图 4.7,4.8) 和 非 连续 交接 { 图 4.9,4.10) 两 
种 . 

连续 错 点 对 接 的 磷 合 条 件 由 下 面 简单 的 连续 性 条 件 给 出 

uT vi, Fu”. (4.6L) 

不 连续 错 点 对 接 的 而 合 条 件 可 以 通过 内 插 得 到 . 例如 ,通过 要 求 算术 平 岁 值 和 一 阶 

差分 齐 交 界面 连续 ,可 以 得 到 如 下 三 合 条 人 性 
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mT TT 
0 1 2 . 
图 4.7 连续 铺 点 对 接 图 4.8 连续 正点 对 接 
uy -3 -1 Ü 


图 4.9 不 连续 错 点 对 接 A4.t0 不 连续 正点 对 接 


Fuh tut =F top), 和 ~ vp). (4.62) 
TASES Be eR PET 
uj = Foe), ub= 5 (ut it vt) (连续 对 接 )， (4.63) 
b= eget + (l-e) 
jw 连续 对 接 ) (4.64) 
[二 ee 十 《一 ea 


这 里 c= Ah, Ah, thoss =h hath. 另外 ,可 以 将 正点 对 接 通 过 覆盖 另外 一 个 网 
格 ( 虚 网 格 ) 转 化 成 两 个 错 点 对 接 (Lerat & Wu, 1996) ,也 可 以 在 内 边界 点 处 直接 用 与 内 
点 相似 的 差分 格式 给 交接 条 件 (Berger 1987). 上 面 几 种 耦 全 条件 在 文献 (Lerat & Wu, 
1996) 中 向 了 详细 的 分 析 ， 


4.4.2.2 RMR 


Mt PA ae PS TS | A SEE A OR Re MOA. 最 常用 的 有 
-- 般 插值 . 通 量 插值 和 再 构造 插值 . 

一 般 揪 值 ”用 一 般 插 值 定义 的 克 合 条 件 最 简单 ,因而 在 工程 应 用 中 最 常用 到 ,文献 
(Chesshire & Henshaw,1990) 深 入 分 析 了 线性 插值 与 高 阶 插 信 对 分 区 算法 整体 精度 的 影 
Way 

对 于 图 4.11 Aras KA EA RE 

uhl i- ajv t avig, vo = (1- Bou + Be" gg (4.65) 
MH aS d/h Beh d Me ARB. thal UK ole. 一 般 捅 值 条 件 能 急 
容易 地 推广 到 高 维 问题 . 
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图 4.11 MM. aaa 


通 便 插值 ”文献 (Berger,1987) 人 研究 了 确保 守恒 的 看 合 条 件 . 该 方法 将 糊 合 条件 直接 
定义 在 数值 通 量 上 ,差分 格式 - 直 求 到 =0, 未 知 的 数值 通 量 fi ,g -42 由 插值 给 出 . 若 
用 线性 插值 , 则 看 合 条 件 可 写成 

人 
& -12 一 序 -w+ 一 有 六 ore， 
这 里 ,a=1- 到 Ah B=1~e,/h,.d, Me 为 错位 距离 , 见 图 4.12, 原 则 上 也 可 以 用 高 阶 
播 值 定义 这 类 耦合 条 件 ,但 对 于 这 类 特殊 的 耦合 条 件 .增加 插值 的 阶 数 却 不 一 定 能 增加 精 
度 . 


(4.66) 


vy v vp Doy 
图 4.12 AAR A EAH EEA 


通 草 插值 虽 能 保证 守恒 ,但 用 到 商 维 问题 时 特别 复杂 . 文献 (Part & Sjogreen, 1994) 
提出 了 特征 通 量 插值 法 . 另外 ,文献 {Wu, 1I996) 就 案 点 格式 给 出 了 一 种 混合 线性 插值 
~- 一 通 量 插值 耦合 条 件 . 

再 构造 插 信 ”再 构造 插值 耦合 条 件 在 文献 (Part & Sjogreen,1994) 中 提出 . 再 构造 揪 
值 的 具体 步 又 如 下 ， 

。 从 子 域 D, AD, HRB ala. nk A vlr, nk) HHH BR 

Lox, u(r nk DA Llr, vr, nk)). 
«iit BIA 
+d zat 
“ug = fly dy OOP Jdx, vg = Ploi Lleu de. 
Bi, ROAR AR PA oo Ee ET a Ler u)= u rE (atin ate) Llr oE u, 
cE (a tirig) EP ARA, EA 
wha a bdag, 网 = 天 六 ea (4.67) 
这 里 d,,f=1,2,...,0 为 子 域 D ER HOR x dard ry) 5 FR D, 上 网 格 
j>p,ptl,...,p7 的 交 . PN EM ¢:,1=1,2,...,m. 
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4.4.2.3 隐 式 差分 格式 的 耦 人 台 条 件 


在 应 用 隐 式 格式 时 ,几乎 毫 友 例 奸 的 把 它 写成 如 下 的 A 形式 ，; 
L Au? = Au??, LAv = Ay? (4.68) 
EH Aut aul *! =a? Au Sw l uf, La AL, ARBAB oe RGF Aus? 和 Avo 
AA RAY GE TR ABS 
VATE SSE Bk Oy PA aR A ES LR ERA RAED BRR Eh Hee Pa 
式 的 特点 是 ,时间 步 n +1 的 任何 MGS SHAME TARE. A 
此 ,必须 给 出 + RRR ATE. (ARORA RAS 
ah taof'!, vl =auntl, (4.69) 
则 各 区 的 隐 式 差分 算 子 需 联 立 求解 , 这 就 失去 了 分 区 法 的 优点 ,为 了 使 各 子 区 算 子 能 独立 
求解 , 需 对 耦合 条 件 进行 特殊 处 理 ， 
定常 问题 耦合 条 件 对 于 定常 问题 ,时 间 精 度 不 重要 ,所 以 可 用 时 间 灌 后 条 件 , 邯 用 
已 知 的 时 间 步 为 n 的 值 来 定义 时 间 步 为 x +1 的 值 , 即 令 
{ uj, w= ub! (ERRI); 
Aup SAVIT], Av§=Au%,' (BARBS). 
由 文献 (Lerat & Wu,1996) 提 出 的 耦合 条 件 (4.70) 十 分 简单 且 能 使 各 子 域 的 隐 式 差分 格 
AM RE. 该 条 件 对 显 式 和 隐 式 两 部 分 都 引 人 了 时 间 汪 后 因而 可 称 为 完全 清 后 条 件 . 
与 完全 滞后 条 件 相 对 应 ,工程 应 用 中 往往 用 下 面 的 部 分 加 后 条 件 


(4.70) 


we vg =v” (EARD); (4.71) 
Au®=0, Avi=0 ( 隐 式 部 分 ). l 
或 
ee og = a” EAR; 
_ 7 (4.72) 
Au Avil, Avg =Au™ ERARD). 


set (4.70), (47DA. 7D BRECK EAB ERREZAK. 
条 忻 (4.70) 几 乎 对 所 有 的 格式 都 能 保证 稳定 (Lerat & Wu, 1996), 而 且 稳 定性 与 CFL 数 
的 大 小 无 关 . 而 条 件 (4.71) 和 (4.72) 的 稳定 性 与 内 点 格式 有 关 , 道 常 在 大 CFL 数 时 引起 
不 稳定 . 另外 ,条 件 (4.72) 上 其 有 二 阶 时 间 精 度 ,而 另外 两 个 条 忻 的 精度 只 有 一 阶 . 

非 定常 问题 耦合 条 件 ”对 于 非 定 常 问题 , 既 要 求 各 区 的 格式 能 独立 求解 ,又 能 保证 具 
有 足够 的 时 间 精 度 . 这 里 给 出 三 种 方法 :完全 迭代 法 ,覆盖 -投影 法 和 算 子 并 行 法 . 

完全 迁 代 法 (Rai,1986) .该 方法 的 思想 是 ,在 每 个 时 间 步 MED RARE RS 
RIERA TR. PHAR BAERS TF. 

a)¥t /=0,4 Aug" =0, Avy" =0; 

DA i= it 1, A ARE Avy" = Avy", Avy" = Au OR ARAL, Ault = 
Au®®, L Avi” = Avo; 


c) 根 据 收 化 程度 , 回 到 上 - - 步 或 退出 选 代 并 令 Aut = Aub Avt = Auk", 
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如 果 L, FOL, AF RAR EER RY, SES TRIER SEAR 
过 程 太 耗 时 间 . 

覆盖 -投影 法 (Wu & Zou, 2000). 对 十 任 - -格式 , 数 怕 波 在 钴 一 时 间 步 传播 有 的 路 离 不 
超过 CFL 个 网 格 点 .基于 这 一 实事 ,在 内 边界 引入 含有 上 ,=2CFL 个 网 格 点 的 虚拟 覆盖 ， 
用 讨 后 耦合 条 件 ,在 虚拟 获 盖 部 分 因 汪 后 条 件 引 人 的 不 精确 解 适 过 投影 网 格 务 一 侧 的 精 
确 解 来 代替 . 以 图 4.13 的 网 格 为 例 , 加 上 虚拟 覆盖 后 成 图 4.14, 定 义 户 = 地图 4.13 
对 应 记 =3 和 工 ,=6. 耦 合 条 件 分 下 面 几 步 定义 : 


+ 
T 


图 4.14 EEE e A A 


ait fl Fi a SAF Aui 1=0D,Az =0; 

b) 求 解 各 区 的 差分 格式 ，; 

c} 和 覆盖 区 解 的 投影 (p= 上 ,2) ,uh = vi viti = ASENET] =1,2,...,p. 

me RE Et fe TT A CPL AN ERA OREN RM 
间 占 的 高 比重 会 影响 方法 的 效率 . 

算 子 并 行 法 (Parallel Tridiagonal Solver, Wang 1981). 殷 定格 式 隐 式 部 分 为 三 对 角 滤 
子 , 避 过 构造 属于 交接 面 的 子 系统 来 获得 精确 的 厢 合 条 件 . 该 方法 可 概括 如 下 ，; 

a) 将 网 边 格 式 (4.68) 烛 精确 的 耦合 条 件 (4.69) 整 理 成 如 下 的 矩阵 形式 , MAU = 
AU — C Av MAV = AV) — C Au: 

b) 令 C= C=0, 用 传统 的 Thomas 方法 求解 MAU = AU, MAV=AVi, 

中 令 AU=AU+ BsAvi,AV=AV+ BAu_1. 代 入 矩阵 形式 的 方程 便 可 确定 B, = 
- MIC, 和 了 = 一 M-1C,, 从 而 得 精确 解 . 
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4.5 时 间 积 分 


对 于 方程 
w, + flw), =0, (4.73) 
全 离散 格式 的 一 般 形式 可 以 写成 
DH preg wef wi! wip. , ,wi to) = Ü. (4.74) 
有 三 种 时 间 离 散 方法 :时 空 独立 处 理 法 (method of lines) .泰勒 展开 法 ,混合 方法 . 


4.5.1 时 空 独立 处 理 法 
4.5.1.1 基本 思想 


首先 对 空间 导数 进行 离散 ,由 此 得 只 舍 时 间 导 数 的 党 微分 方程 系统 ， 
考虑 方程 (44.73). 将 点 =a, 处 的 空间 导数 (ww} 用 差分 -dd(w), RG 


de 0) 


dt (4.75) 


例如 ,对 f 使 用 中 心 差分 得 


常 微 分 方程 系统 {4.75) 也 可 以 称 为 方程 (4.73) 的 半 离 敬 形 式 , 为 了 方便 , 记 
U=(... Uy, ps Ty, Wyse. DD=(,.. vd -1d djap 
从 而 可 将 (4.75) 写 成 


du _ 
di =DCU). (4.76) 


空间 算 子 DOU)-RE AEE U 的 非 线性 函数 ， 
对 于 荣 些 方 法 ,如 有 限 体积 法 中 的 格 点 法 (第 六 章 ), 半 离散 形式 为 


dU 
M ‘4, = DW). (4.77) 


这 里 M ARE. ME DAM 'D 代替 , 则 仍 可 写成 (4.76) 的 形式 ， 
接着 将 半 离 散 系 统 {4.76) 进 行 时 间 积 分 ,可 以 采用 任意 求解 常 微分 系统 的 标准 数值 
AER. BAS FE) ERA FARRE IRE. 


4.5.1.2 线性 多 步 法 


RIK EK +1) 层 方法 ) 方 法 可 以 写成 
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1 K K 
Eau = Sayre 478) 
f gah 

ie HET. mete = 7 nour, (n+ og)k). 

TOME DRRRI HEE ee EOP g>), 


Fal 
Xas Ge ~ DAD 
x 1 ， dD 
SHOPE oe S 
K 1 ED 
ZAA (we -ae Bj 
god 1 1 由 -L dup 
tk Y (a Gi (q nim aira 
+ Ole] 
= 0. 
Oe U ARM WHA D=0. 从 而 
Sa, = 0. (4.79) 
FH (4.76) 得 
2 oa = DB, = 1. (4.80) 
为 了 获得 g 阶 精度 ,必须 进一步 令 
> (as 310° ~ a8} = 0, 
K 1 
X (azo ~ 5y07B | = 0， 
= 1, | ot 
D (e gt ~ Cg 1p} 
这 些 加 上 (4.79)、(4.80) 共 组 成 了 g+2 个 关系 式 .而 参数 有 2(KK+1) 个 .所 以 下 面 推论 


成 立 : 
推论 4.3 令 9=2K, 则 存在 唯 组 参数 ,使 得 KK 步 方法 具有 4 阶 精度 . 


最 一 般 的 2 步 方 法 可 以 写成 
(1+ EU (1+2) Ue! + etm = k D+ Tl] (4.81) 
可 以 证 明 如 下 结论 : 
推论 4.4 考虑 2 步 覆 式 (4.80).A) 如 果 $=&-8+ 二 ,风格 式 具有 二 阶 精 度 ;B) 如 
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并 将 LU Be aR 
Be 
S Uu Hes 


cet! = + kU, 4 
得 
U, + f Up + OLR?] = (8) + BID + kmha D, + OL R71. 
AU, = D, Pr VA 
Bi + fo=1, 


1 
Ba2 gs 
使 得 到 > 阶 精 度 的 格式 . 上 面 美 系 式 包 售 三 个 未 向 数 281.8 ,因此 存在 无 穷 多 个 具有 
二 阶 精度 的 两 步 龙 格 - 库 塔 方法 . 进一步 讨论 表明 ,这 无 穷 个 方法 中 ,不 存在 精度 高 一 
Bras Arik. 
著名 的 Henn FHWA 
pea Ut gp | 
prt = Ur + a (DY + DD). 


下 面 的 格式 称 为 预 佑 -校正 法 


UM 一 Tm 二 SD, 


UD = rg pp), 
下 面 是 具有 4 阶 精 度 的 五 步 龙 格 - 库 塔 法 
pip 一 工 7 ， 
Ui) = Pt} = 


l 


【73) — mt eb , 


pte = U” + RDS, 
Ue = y" + CD" 42D +2p + pW), 


也 可 以 用 其 他 方式 构造 龙 格 - 库 塔 法 . 下 面 的 方法 具有 3 阶 精 度 . 
UM) = ur, 
ppt? — pip _ Api? ， 


3 


a 37,0, lra 
U 4 U +a U 


-1 prta) 
gp 


KaD bya, Ap L 2 rye) 
Li zU taU FAD . 


4.5.1.4 隐 式 方法 的 求解 


壮 虑 出 (4.83) 定 广 的 格式 并 写成 


el MRI BAW ~ 167 。 


mel H _R mel T it 
L U 30 = 4D". 


BD HR YU" IR PE BRIO Liur i) = Un -Ep Ut) ft 


SURE JEL TLR ARE Ar RE OR a 
A TRIERA REWA ORS r REEI 
pr+! = D+ B(U”>! — U") + OL Cire! L uy? ]. 
这 里 请 = 二 二 可 以 预先 求 得 . 
sent ij 条 项 ， 便 得 到 苦 和 名 的 ee Warming 格式 


(1- > ig eu - U") = kF. 


9 中 可 


2 dU 
线性 隐 式 系统 的 求 赣 可 以 采用 仁 意 标准 方法 . 
与 显 式 格式 相 比 , 隐 式 格式 每 一 时 间 步 计算 量 大 ,但 可 以 使 用 较 大 的 CFL 数 ,加快 收 
敛 到 定常 解 的 速度 . 


4.5.2 泰勒 展开 法 
4.5.2.1 基本 思想 


首先 用 泰勒 展开 将 前 后 两 个 时 间 步 的 数值 解 联系 起 来 ,其 中 的 时 间 导 数 通 过 原 偏 微 
分 方程 与 空间 导数 联系 起 来 ,最 后 几 中 心 差分 取代 其 中 的 空间 导数 . 这 就 是 泰勒 展开 法 的 


还 是 考虑 方程 (4,73). 用 泰勒 展开 得 
w(t +k) wt) = kur +E wy +. . (4.84) 


使 用 (4.73), 便 获得 如 下 时 间 导 数 与 空间 导数 的 关系 式 
T -frs 
Tiy = ~ fa = ~ Cf; ), 一 一 (Aw,), = CAF y= (A’wides 


这 里 a =O flee) 
存 著 名 的 Lax-Wendroff 方法 中 ,在 方 看 (4.73) 的 右 端 保留 前 两 项 
wlt k) wl) = = bf, +E Aw, ),. (4.85) 
也 可 以 写成 
2 人 十 一 (Cr 一 一 下 六 AR a (4.86) 
WATE 8S) (4S6 RE BE 分 , 便 得 到 如 下 的 Lax-Wendrofl 格式 


n+l H 


Typ =- (fay $j- 1) + [A Ca Alur — uf- ol. 


TE 


，168 + IHR RR ESE I 


也 可 以 写成 


atl 


wit et = Ct fad + Kola ata D A, Uy fd. 
At PRR ABE u, t+ au, =0, Lax-Wendroff MAA LAHE -地 写成 


2 2 
n+| 下 on ka H _ n b a” n _ a R 
“7 二 we Casey T 2u; + ua). 


对 十 一 般 的 非 线 性 方程 ,有 许多 末代 形式 . 


4.5.2.2 St 格 式 


由 Lerat 和 Peyret 提出 的 Si 格式 具有 如 下 特性 ;A) 具 有 两 个 时 间 层 ;B) 空 间 有 三 个 
点;C) 具 有 二 阶 精度 ;DD) 与 Lax-Wendrolf 格式 线性 等 价 . 该 格式 可 以 写成 ， 
wt $= (1— B)w, + Bayi lf fy), 


Aw= 7 [Co Pfa t QB- Df+ (oa-Pf + pig Piel 
这 里 gg= 上 小. 
如 果 a 二 1,8=0, 便 得 到 着 名 的 MacCormack 格式 . 


令 f=aw, 则 上 述 格式 退化 为 Lax-Wendroff EA. S9 的 主要 优点 是 , 它 不 需要 计算 
AE Ay bY Fa R. 


4.5.3 混合 方法 


该 万 法 将 全 离散 格式 写成 包含 一 定数 景 空 间 点 和 时 间 层 的 一 般 形 式 .所 涉及 的 待定 
参数 通过 要 求 格式 满足 一 定 的 特性 {精度 ,稳定 性 ) 获 得 . 该 方法 由 Lerar( 1989, 1990) ff 
H. 


4.5.3.1 基本 思路 


为 了 介绍 基本 思路 ,只 考虑 如 下 的 二 点 两 层 格式 
Ay Cat w et tt) = Hr ww wer ey). (4.87) 
He ZAF p Ald: 
Spay) = (P8Y) 44 - (pòp), L=$, La -ype -465-1 


Slug), =F ya 7 p -1) 
通过 代数 运算 ,Lerat(i9907 证 明了 如 下 结果 ， 
定理 4.6 任意 三 点 两 层 显 式 或 线性 隐 式 守恒 格式 可 以 写成 如 下 简单 形式 


Aw, 十 zol Mplaw)],- Fal Pa(Aw) J; = — oaB(pf), + 4 Qw). (4.88) 
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jk Bo =h/A SE 


M; t= Mi teagi), 
Pil = P(w, w+), 
Q,-L=Q(w swag), 


ThA. ASR ERR. ARE 
Aw, 三 一 alh, d 一 hh -3 
这 里 数值 通 量 函数 的 定 立 式 为 
J 

IRAH fE E E, FE — E TE BP ER PPE A (xw,, w), BCO, 
t+139) 使 得 

FC) = flw,) + A ey 41) Cre, +1 w), 

A(w,, wpe) =Alw,,w io) + Blw,, wpa) wT wy), 


由 相 容 性 假设 有 


h +4 = h Cw waa) 


ACw,,w,3¢) = f(w,). 


THA 

hiw wia) 

=hlw,wj30) + Blw, wia) uye w) 

= fCw) + B(w, w, +150) (w, 41 — wy) 

=A Fl) + f wr)) + Blw, ;OT Cw, w) -了 (Fa 
— fCw,)) 

= (F(a) tw 01)) + (Bae, s156) = EA Co pty 140) J 
一 ao ) 

=A flw) + fla) FQ (wy, te, 120) ) 


Qw, wig) =~ 2Blw,.waiso) + Ale; waa) O 
定理 4.7 在 满足 一 定 的 光滑 性 条 件 下 ,格式 (4.88) 具 有 二 阶 精度 的 充 要 条 件 是 
Qlu,usa) = PULA? u)- Mlu uio) A(u)]. 
MARAE RAY MARAE. 
证 明 可 以 通过 泰勒 展开 直接 获得 ,由 


4.5.3.2 BAMA 


WRR M = 也 二 0, 则 得 到 下 面 的 三 点 两 层 守 恒 格 式 的 一 般 形 式 


Aw; = — oaB(pf), + 3 Qw), (4.89) 
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直面 的 格式 均 属 本 这 Æ: 
纯 中 心 差分 格式 “ 令 Q ,1 = 0, 得 下 面 的 不 稳定 格式 
Aw, =- sòl pf). 
Lax 类 型 格式 RQ I= rE Lax 格式 
Aw, =— èl), + Fw), 
该 格式 也 可 以 写成 
wth — yt = Liwi + wii) — ad pf);. 
RER Q 用 标量 98 代替 , 则 得 下 面 的 Lax 一 般 类 型 格式 
Aw; =~ oB( pf), + DH Od),. 
例如 ,Rusanov 属 式 可 以 写成 ,= oplA Cw) I, 3 
Roe 格式 取 QQ,,3=olA'*)| ,小 , 便 得 Roe 格式 . 


Lax-Wendroff 格式 ”前面 提 到 ,如果 
Qlu uja) = bA lu), 
则 有 二 和 阶 精度 . > Qt =o WAS a , 恒 得 到 原始 的 Lax-Wendroff BX. 如果 令 Q15 


PLLA ASSL SPER Roe 矩阵 的 定义 , 便 得 如 下 的 Lax-Wendroff 格式 


Aw, =~ 08(uf), + FAE). 
The S$ 格式 ”为 了 效 得 一 阶 精度 , 取 


这 里 


rac) R onn + er 
Ay aA (wy + g B YE: 


wy+g=(1~ pju; + heis 
whip = wjp alodf), ,3. 
为 了 方便 ,可 以 利用 Roe ERRE X, 4 
(Q5w),.1 = fae Pup). 
这 样 就 得 到 了 前 面 介绍 的 S$ 格式 ， 
4.5.3.3 RARR 
如 果 M0,P 尖 0, 则 烙 式 属于 有 隐 式 格式 .下 面 的 格式 均 属 于 这 一 类 : 


Beaming-Warming 格式 2 M, 44 = 200A), a4, P45 ~ GC HAD, .1,Q,41 =0, 
并 用 使 用 
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pl Adw),.t = [{pA) paw) + FGA Aw)], 2, 


合 得 如 下 的 Beaming-Warming 格式 
Aw, + dosl 4 (AAw) J; 二 一 人 CA 站， 


如 果 取 @ = 本, 则 上 述 格式 便 具有 一 阶 精 度 ， 
Lerat 隐 式 格式 ”如果 
PC wpe iene TISTE . sunig) => fCw,. ttis -ta Warid), 
则 称 格式 与 x BI, 
TEH Lerat 隐 式 格式 与 x 方向 无 关 而 和 具有 有 二 阶 精度 : 


Aw, + arl ue (Adw)], + PSA (Ara Aw), + $8 (Aw), 


=~ olf); + (1 — 20) FallA DSS]. 
如 果 取 e=y=0, 便 得 下 面 的 块 隐 式 格式 
Aw, + BE al (uA Ya(aw)], =- c8(uf); + Tal (uA Of; 
进一步 将 A 用 其 谱 半 径 p( ARS ST AAR 
Aw, + BE al (up(A) aw), =- od(pf), + = Bl(wA)8/\,. 


4.5.4 源 项 处 理 
4.5.4.1 源 项 的 来 源 


在 -- 维 情况 下 , 带 源 项 的 方程 可 以 写成 
w+ fle), = Strw, r,t). (4.90) 

这 里 Sweat) MRA r,i 的 函数 ,或 为 w 的 蝎 数 ,很 少 同时 为 z ,1 ,zw 的 函数 . 
这 里 考虑 的 源 项 不 含 导 数 ， 在 以 下 几 种 情况 ,所 求 的 方程 右 端 合 有 源 项 . 

了 在 非 独 性 治标 系 中 如 网 格 作 刚体 称 动 时 ,而 坐标 系 人 固定 在 网 格 上 ),N -SS 方程 右 
端 需 洽 加 反映 惯性 力 影 响 的 源 项 ; 

2) 考 虑 重力 影响 时 , 需 在 动量 方程 中 语 加 重力 项 ; 

3) 考 虚 两 相 流 时 ,在 N- S 方 程 右 端 需 条 件 反映 各 种 流体 相互 干扰 的 源 项 (包括 质量 
交换 .动量 交换 .能 量 交 换 ); 

4 考虑 两 方程 庙 流 模型 时 tte De RY yy sg BPA K AED; 

5) 考 虑 化 学 反应 时 , 需 在 组 分 浓度 方程 和 能 量 方程 添加 由 化 学 反应 引起 的 质量 变化 
与 能 量变 化 ; 

6) 将 高 维 问题 化 为 恢 维 问题 时 ,也 会 出 现 源 项 (如 变 截 面 管道 流动 的 准 - 维 欧 拉 方 
称 , 见 第 二 章 )， 
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读 将 由 许 还 可 以 举 册 一些 其 他 例子 .这 时 不 去 从 物 埋 角 庶 探讨 小 项 的 来 源 , 只 考虑 林 
同 特性 的 源 项 的 处 理 . 


4.5.4,2 源 项 处 理 的 基本 原则 


姐 果 源 项 足 解 的 上 咀 数 , 则 有 如 下 关系 式 
dS = Bdw = LyAgh pdw =(LpAdby!+ LyAghaz! dw 
=B'dwt+B !dw, (4.91) 
这 里 ,B= 为 方 阵 , RAT LL aE A dk (RAE AE PN), ARB A 


的 生成 部 分 { 正 部 ),B 一 代表 了 源 项 的 消灭 部 分 ( 负 部 ). DR REE 
所 隐 含 的 时 间 尺 度 


ts ~ max( ho) 
往往 比 流动 的 宏观 时 间 尺 度 tp 小 许多 量 级 : 
ts Z fF. 
这 就 是 所 谓 的 由 源 项 引起 的 刚性 问题 ,为 了 在 合理 的 时 间 计 算 宏 观 尺 度 的 流动 ,需要 取 较 
大 的 时 间 步 长 ;而 为 了 严格 反映 源 项 的 影响 ,计算 中 庆 要 取 很 小 的 时 间 步 长 ,为 了 解决 双 
方 的 闻 后 ,往往 牺牲 源 项 影响 的 时 间 精 度 , 而 采用 隐 式 化 处 理 . 因 源 项 - 般 不 包括 空间 微 
分 ,只 需 逐 点 进行 隐 式 处 理 , 所 以 也 称 为 点 隐 式 处 理 ， 

洲 项 个 式 处理 的 最 证 要 要 求 是 , 既 归 在 非 刚性 条 件 下 保证 : 定 的 时 间 精 度 ,又 要 避免 
在 刚性 情况 下 因 时 间 步 长 较 太 而 引起 未知 数 出 现 无 限 大 或 出 现 不 该 有 的 负 值 . 这 就 要 求 
源 项 的 正 部 与 负 部 分 开 处 理 ， 

源 项 的 正 傣 部 分 裂 与 通 量 函 数 的 特征 分 贷 完 全 类似 . 通 量 函数 按 特征 值 分 裂 后 , 正 特 
征 值 部 分 一 般 采 用 左 侧 差分 , 负 特 征 值 部 分 : 般 采 用 右 侧 差分 ,这 样 可 以 避免 数值 振荡 ， 
注意 到 通 最 贿 数 项 处 二 方程 的 左边 , 源 项 处 十 右边 ,因此 , 源 项 的 圭 部 应 该 采用 欧 拉 向 前 
其 分 ( 即 显 式 处 理 ) , 源 项 的 负 部 应 该 采用 欧 拉 向 后 差分 { 即 隐 式 处 理 ) ,这 样 才能 避免 正 物 
FB et i ARB. 


4.5.4.3 带 源 项 的 格式 


为 了 简练 ,假设 不 带 源 项 的 格式 具有 下 闸 的 形式 
(T+ 2D)Aw, = Aw, (4.92) 
这 里 万 为 其 差分 算 子 ， 
对 于 - : 般 源 项 ,对 正 部 进行 显 式 处 理 , 采 用 Cranck-Nicolson 方法 对 负 部 进行 隐 式 处 
HE ARTA A: 


I+kD- 5B Jace; = Awe" + 25. (4.93) 
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考察 下 面 的 不 带 空间 导数 项 的 例子 


dw _ —_ l . 
di =5,55 Te”; 
w(O)=0. 
显然 有 BO, RAUB AAL EE. 上 述 方程 的 解 为 
w = J 27 十 E2 一 上 ， 
可 见 , 对 所 有 的 8 >0, 解 随时 间 增 加 而 缓慢 增加 . 
如 果 采 用 显 式 格式 
ttl = u” + - , 
w te 


当 s->0, 有 w = 200, RUE — A WER FER A 


如 果 采 用 隐 式 格式 (4.93), 则 


ko l 

2 (wi +e 

当 e 一 0, 有 zu! 一 0, 因 此 隐 式 格式 可 以 给 出 合理 的 结果 ， 
隐 式 格式 (4.93) 可 以 进行 下 面 的 近似 因子 分 解 


(I+RD)( 1- 5B” \Aw;= Aw}? +28. (4.94) 


对 于 高 维 问题 ,上 述 近似 因子 分 型 还 可 以 与 各 种 空间 分 裂 组 合 . 


ek 


2,280 
et 


附录 ”简单 数值 试验 问题 


考虑 下 面 的 完全 气体 欧 拉 方 程 


A a 
aye ta, eu) =0, 


a Əs 2 _ 


Oe yy oO _ 
z PE) + 37 (pu) =0. 


, ; , -l 五 ,上 = 7 ¢,1 
这 里 p ARR, p ARE, u WER E= O + ut AAH g + 于 为 
H, y= 1.4 为 比 热 比 ， 


验证 格式 有 一 些 经 典 算 例 ,下 面 介 绍 部 分 这 种 算 庙 ， 
BI Sod 问题 


Sod OG A. ,A survey of several finite difference methods for systems of nonlinear conservation laws”, J. Comput. Phys. ,27 
(1978), pp. 1-31- 


蕊 属于 一 种 歼 曙 问题 ,初始 条 件 为 
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a a) fe (0.125) 
u| = 10 ,| =10 | 
pl cu lp) 10.4 


TERR A SA -A E ah E. 
B2 Lax 问题 


Lax P.D., “Weak solutions of nonlinear hyperbolic equations and their numerical computations”, Corum. Pure. Appl. 


Math. .7(01954) pp. 159-193. 
它 也 是 一 个 黎 坚 问题 ,初始 条 件 为 
0.445 P| 10.5 
_ oo , "| |p 
pl (3.52773) lp.) (0.571 
AY £2 — TEASA. RE AT CEE A 1.582) — A a RR 
(速度 为 了 = 2.48). 接触 间断 的 左右 状态 分 别 为 


$ 


= 


et!) 19.345) (ef) (1.304 
wf? = 11.528], | ai) | = 11.528). 
pyri (2.465) (pt) [2.465 


B3 移动 激 波 问题 


Lax P.D. and Wendroff I3. , “System of conservation laws” ,Comm Pure. Appl Math. ,SC1960)，btr 217-237. 


激 波 的 移动 速度 为 * =2， 激 波 前 后 的 状态 分 别 为 


pe} fi Pr) [0.5 1 
uw; |= | 1 ofa, | = 160 | ， 
Pi 1.57) [pl 10.57) 


BERRA 
Woodward P.R. and Collela P. , J. Comput, Phys. , 54€1984),115, 
SrL WRR 
e=l YO<z<l， 
u=0 YO<z<1, 
1000, 0<x<0.1, 
p=70.01 O.1<2<0.9, 


100， 0.9<2<1. 
在 左右 边界 上 都 给 反射 条 件 ( 固 体 边 界 条 件 ). 当 :=0.028 Hi, RR A 


BS 激 波 - 满 流 相 互 作用 问题 


Shu C.-W. and Osher S., J. Comput- Phys. ,83¢1989),32. 


PARRA 8G REA 
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ta 


er | 3.857143 
u| = [2.629369 |, r <- 4; 
tø) 110.3333331 


Pr | 
[= (1+ 0.2sin(S7),0,L),2 I- 4. 


uy 


P 


B6 扩散 管道 问题 


扩散 管道 的 横 截 面积 为 : 
S = 1.398 + 0.347tanh(0.82 —-4),0< © < 10. 
和 大口 条 件 为 
p = 0.502, u = 1.299, p = 0.381. 
相应 移入 口 马赫 数 为 M; = 1.26, MOR AW p, = 0.746. 流动 会 有 一 激 波 ,位 置 为 
r=4816, 
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BLE 计算 方法 的 分 析 理 论 


第 四 章 中 讲述 了 构造 数值 方法 的 基本 原则 ,但 如 有 果 只 套用 这 些 原则 ,那么 所 构造 的 格 
式 不 一 定 能 使 用 .为 了 使 格式 能 使 用 ,必需 验证 它 是 否 具 备 一 些 基本 特性 ,如 相 容 性 .稳定 
性 、 收 吉 性 .守恒 性 等 .这 些 都 是 计算 方法 的 分 析 理 论 所 需要 解决 的 问题 ,因此 必需 掌握 计 
算 廊 法 的 分 析 理 论 ， 


5.1 计算 方法 的 基本 特性 : 相 容 性 、 稳 定性 与 收 伍 性 


5.1.1 基本 概念 


考虑 下 面 的 偏 微分 方程 ,也 称 精确 方程 
w + Flw), =0rER ER”. (5.1) 
RE AERA fw) 可 以 是 未 知 数 ww( 精 确 解 ) 的 线性 或 非 线性 函数 ,方程 (5,1) 的 初始 
条 件 可 以 写 为 
wr 0)= wgl), rER. (5.2) 
Do PTEE a = ay t gh WEA — nk PRR. BL A OP BRR AAR of AT 
间 步 长 .通常 令 ==& Ah 为 常数 ,一 般 的 s+2 层 [+r+1 点 格式 可 以 写成 
LC ws) ears ir) =O, (5.3) 
或 
2H. =0. (5.4) 
WHOA, = Hw AER BE ATA HF tE 
pas (see - DAER, ,r 一 般 为 非 负 整数 .格式 (45.3) 也 可 以 称 为 离散 方程 . 离散 方 
程 的 解 we” 称 为 数值 解 .数值 解 闵 分 为 精确 数值 解 与 计算 数值 解 .精确 数值 解 指 的 是 严格 
WER ARNE RRR ERMAN. AFR YR RL A Ae 
ALAR APLAR EREIN TA RUER BB EEE. 
为 了 使 数值 解 上 内 有 定 的 意义 ,必需 使 下 面 几 条 原则 得 到 满足 : 
相 容 性 .离散 方程 65.3) 必 需 是 以 精确 方程 45.1) 出 发 的 , 即 离 散 方 程 必需 与 精确 方程 
HR. 
稳定 性 . 数值 方法 必需 稳定 ,从 市 使 离散 方程 的 计算 数值 解 尽 星 接近 精确 数值 解 . 如 
果 方 法 不 稳定 ,计算 数值 解 将 无 界 . 
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Wate. KBR 让 LRA PEAT, AA IR el AR a 
方程 的 精确 解 ， 
显然 , 相 容 人 性 与 稳定 性 基数 值 解 能 收 义 到 精确 解 的 必要 条 件 . 


5.1.2 相 容 性 


相 容 性 的 正式 定义 为 ; 
定义 5.1 对 任意 具有 有 界 微分 的 光滑 解 w ,如 果 存 在 与 解 尤 关 和 但 可 以 是 时 间 步 长 
与 空间 步 长 函数 的 因 - 正 c ,使 下 面条 件 满足 
_ dim ch (wp) -sesser kh) = (e + Cw), ) Cay 27). 
那么 , 称 离散 方程 (5.1) 与 精确 方程 (5.1) 是 相 容 的 ， 
下 面 以 运输 方程 rw + w=0 为 例 来 考察 几 个 格式 的 相 容 性 . 
第 个 例子 是 纯 中 心 差分 格式 


nit n2 | — 对 
wj — w 5 Crete YE 1). 


d 
wi’ =w OL], wis w + Olh] w= we + Off]. 
因而 有 
tl ope 


- w 
Liwa) ega erk AS =r fst Cantey et 1) 


=(w,+w,)+Olkel]+ Ola] 


= (Cw, + we) „k ,由 一 上， 


因此 ,该 格式 是 与 运输 方程 相 容 的 . 
第 二 个 例子 是 一 阶 迎 风格 式 


w= wi — alut- Moy). 
用 上 述 同 样 的 办 法 可 以 证 明 它 是 与 运输 方程 柑 容 的 . 
5.1.3 稳定 性 


定义 稳定 性 有 许 和 凶 方 法 .不 同 定 义 早 致 了 不 同 稳定 性 理论 .最 简单 的 办 法 是 要 求 计 算 
数值 解 o 与 精确 数值 解 wr 之 间 的 差别 在 wx->co 时 一 致 有 界 . 这 种 定义 因 没 有 考 虚 有限 
时 间 步 ”误差 的 特性 ,所 以 现在 很 少 用 于 稳定 性 分 析 . 

最 流行 的 办 法 是 令 数值 解 在 任意 时 间 步 2 >0 都 有 界 , 将 解 矢量 记 为 

Wr=(...,w". py Wega Vy 
并 将 (两 技 隐 式 ) 格 式 写 成 下 面 算 子 形式 
Bw = EW”. 
WEBB AM E=E(R ORRERA T. 
假 骂 格式 的 隐 式 部 分 叮 以 求 道 , 从 而 二 以 将 格式 写成 
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WP = CCW,C=B. IE. (5.5) 
从 初始 时 刻 到 任意 时 刻 1 = 1* ,这 次 求解 格式 修得 

Wwi=cw', 

W?=CW!=ccw’=(cCyYw?, 


Wt = CPW. 
这 里 (C)* 表示 算 子 C 的 次 方 . 
定 交 5.2 WRA FRC- BRAR, FERS K ,使 得 
HCC SK YOST, V nll, 
WU PR AR ACS 5) Fe BE A TW") REJO || SRS, on FR a 
对 上 范 数 稳 定 , 则 称 25 稳定. 


5.1.4 We oe 性 


令 oF 为 数值 解 wy 与 精确 解 w(x, r ) 之 间 的 差别 , 即 
ef = uy what”). 

定义 5.3 MRA slim, poll =0, Yj ,Yn, 则 称 格式 的 数值 解 能 收敛 到 方程 的 精 
确 解 . 

定理 5.1 (Richtmyer and Morton,1967) if 全 (27) 为 精确 解 矢量 ,如 果 有 

_ lim. LDCR) ] wW? - We") || =0, 

则 数值 解 能 收 合 到 精确 解 . 
对 于 定常 问题 , 解 与 jn 无 关 , 从 而 定义 5.3 应 该 改 为 ; 

定义 5.4 WR limy.ole;| =O, Yj, 则 称 数值 解 能 收 合 到 精确 解 . 

人 们 经 常 使 用 时 间 相 关 格 式 计算 定常 问题 ,在 这 种 情况 下 ,定常 解 也 可 能 与 时 间 步 有 
关 , 从 而 还 是 可 以 用 定义 5.3 来 定义 收 敏 性 ,例如 , 葵 虑 精确 方程 w + w, =s(s 为 源 项 ) 
的 Lax-Wendroff 格式 


n+l H = 
ty w, 


= | 你 
ba 


bA 


I È l 
2 A (wi wta (ure m Zew? + wi) + ks. 
EER RES w = w, ,格式 简化 为 


k 
Wer wyj- 7 Ce 2 tuyi) =2hs. 


因此 ,格式 仍 与 时 间 步 长 有 关 ( 如 果 适 当选 取 边 界 条 件 , 可 以 做 到 数值 解 与 时 间 步 长 无 
Æ). 


TO $R AREA h Ala Mala. 


- 180 - FAR HFS ERE 


5.1.5 等 价 性 定理 


相 容 性 .稳定 性 与 收敛 性 是 相互 关联 的 ,这 由 下 面 的 著名 等 价 性 定理 可 以 看 出 ; 

定理 5.2 (Lax) 等 价 性 定理 ”对 于 适 定 的 线性 柯 西 问题 ,如 果 格 式 与 精确 方程 相 
F ,那么 稳定 性 是 收 化 性 《 即 在 时 间 步 长 与 网 格 败 才 趋 于 0 时 格式 的 数值 解 收 伍 钙 偏 微 
分 方程 的 精确 解 ) 的 充分 必要 条 件 ， 

Lax 等 价 性 定理 原先 是 针对 线性 问题 的 线性 格式 建立 的 .对 于 非 线 性 问题 , 偏 微分 方 
程 的 绕 解 可 以 不 唯一 ,在 某 种 稳定 性 条 件 下 , 当 e0 和 有 0, 数值 解 收 人 证 到 某 … 解 . 沪 
收 或 解 可 以 是 原 仿 微 分 方 穆 的 弱 解 ,也 可 能 不 是 .为 了 收获 到 弱 解 ,格式 必需 具有 和 守恒 形 
专 . 如 果 早 收 银 到 具有 物理 意义 的 弱 解 ,格式 还 必需 满足 某 种 精 条 件 . 这 些 问题 还 会 部 分 
讨论 . 


5.2 稳定 性 理论 


如 果 只 考虑 初始 条 件 而 不 考虑 边界 条 件 ( 即 假定 边界 在 无 限 远 处 或 者 边界 条 件 为 周 
期 性 的 ) ,相应 的 问题 称 为 柯 西 问题 . 如 果 同 时 考虑 边界 条 件 , 则 称 为 混合 初 边 值 问 题 .在 
柯 西 问题 稳定 的 前 提 下 ,边界 条 件 还 可 能 引起 不 稳定 .因此 柯 西 问题 的 稳定 性 理论 与 混合 
初 边 值 问 题 的 稳定 性 理论 需 分 别 介 绍 ， 

前 面 只 是 谈 了 稳定 性 的 基本 定义 ,但 在 稳定 性 分 析 时 ,很 难 直接 使 用 定义 来 分 析 . 通 
过 健 里 叶 分 析 , 已 经 导出 了 一 些 很 容易 验证 的 简单 条 件 . 


5.2.1 柯 西 问题 的 稳定 性 理论 
5.2.1.1 离散 空间 的 波 


考虑 一 维 区 间 一 工 <zc 工 . 
三 角 波 ”我 们 寻找 能 用 三 角 波 表示 的 周期 解 .在 连续 空间 ,三 角 波 可 以 表示 为 


w(x) = sin( Sr). 


A 
这 里 4 为 波长 ,波长 的 允许 取 值 范围 为 
OSAR2L. 
AR KREA PR AY) , BB A RRA PE K A (0, 00 pE EE. a ERK E 


= 所. 
在 离散 空间 ,三 角 波 可 以 表示 为 
w= sin| Bj +e)A | 
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空间 那样 等 于 0. 喝 准确 地 说 ,所 允许 的 波长 只 能 取 下 面 的 离散 值 


A=2h.4h,...,2NA, N= 并 ， 


4 c= RB A=2h , 解 变 成 
wu = sin| x(j rien 
它 属 于 锯齿 型 结构 ,是 数值 振荡 的 原因 所 在 ， 
WEHE EEREN, A w(xz) 可 以 通过 下 面 的 傅 里 叶 变 换 分 解 为 谐 波 ee (2 = 
v 一 二 
l 


J dx 
在 离散 空间 , 因 只 允许 有 离散 波长 ,所 以 只 能 通过 傅 里 时 级 数 来 进行 谐 波 分 解 : 


,二 人 ,= i 
w; = > WAN = Swe. 
这 里 w, 为 第 v 个 谐 波 的 振幅 ,6 = 六 为 在 区 间 ( - BUT. 靠近 $=0 的 相位 
骨 为 低频 区 域 即 长 波 区 器 ;靠近 & = 的 区 域 为 高 频 区 域 即 短波 区 域 .最 短波 长 为 27， 


wlr) = 


f ey (E) dé. 
R 


5.2.1.2 von Neumann 稳定 性 理论 


作为 二 战 时 期 美国 军事 机 密 的 von Neumann 稳定 性 理论 基于 常 系数 方程 .在 常 系数 
假设 下 ,差分 格式 可 以 写成 : 
Y Qag = 0, Vj. (5.6) 
r-l] 


这 里 Q,= X A E, Ew = ws. 
定义 5.5 (求解 条 件 ) ”如果 对 每 一 个 g HH 
Quwi tl = g, 
存在 唯 “的 有 界 的 解 , 则 称 格式 (5.6) 可 以 求解 ， 
显然 , 显 式 格式 是 可 以 求解 的 . 
对 每 个 算 子 @@, ,定义 


ÕE) = SIAL pe. 
vo-f 
将 wi, = aneeey 代 人 格式 (5.6) , 便 得 到 下 面 的 特征 值 问题， 


M(z,8)¥ =0,M = 5 zd.(e). (5.7) 


对 每 -- 个 CER REE 7 
detM(2,&)=0 
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的 根 = 称 为 特征 值 . 

在 一 般 情 况 下 有 (+ Looe PRHE zr =l,’ t Dm, RE m 为 系统 方程 
中 标 基 方 程 的 个 数 . 竺 某 些 情况 下 A BB RE, BA AAEE E. 

EM 5.6 von Neumann 条 件 划 果 格式 (5.7) 的 所 有 特征 值 都 满足 | z 1, VEER, 
DUR AS AL von Neumann 条 件 。 

定 光 5,7 (简单 根 ) Se= HAT g 重 根 特 征 值 并 且 满 足 | *o| = 1 如 果 正 好 
存在 gy 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 球 么 zy RAT RR. 

很 显然 , 单 重 根 49= 二 属于 简单 根 ， 

定义 5.8 (HEH) 如果 von Neumann 条 件 满足 并 且 所 有 满足 lx | = 1 的 特 往 值 
都 属于 简单 根 ,那么 赂 式 是 柯 西 稳定 的 . 

其 实 , 定 义 5.2 才 是 真正 的 稳定 性 定义 ,而 定义 $.8 本 点 该 表述 为 定理 .粗略 地 说 ,该 
定理 应 该 表述 为 :von Neumann 条 件 足 柯 西 问题 i, 稳定 的 必要 条 件 , 在 符合 进 -- 步 棚 设 
条 件 下 该 条 件 变 为 稳定 性 的 充分 条 件 ,这 里 为 了 图 方便 直接 使 用 定义 5.8. 如 果 读 者 对 这 
一 在 二 战 中 秘密 发 展 的 理论 的 原貌 感 兴趣 , 可 以 和 参 隐 文献 【Richtmyer and Morton, 
1967). 以 后 将 对 2 层 格式 证 明 , 如 果 von Neumann 条 件 满足 ,那么 格式 具备 RETE. 

推论 5.1 令 #=0, 则 zz(0)=1 必然 为 一 特征 值 ， 

证 明 由 相 容 性 定义 , 当 上 = 人 0 时 ,相当 于 解 在 空间 为 常数 .此 时 根据 相 容 性 定义 , 必 
有 2(0)=t.0 

对 于 所 考虑 的 惜 式 , 候 设 von Neumann 笨 件 满足 ,此 时 按 特征 值 的 特性 可 将 格式 妆 
纳 为 二 种 类 型 ， 

定义 5.9 【 耗 散 格式 与 非 耗 散 格式 ) 令 von Neumann 条 忻 满足 , 即 特 征 值 满足 下 
述 条 件 


(z |$21,V¥.=1,2,...,€st+ lm, YEER. 
A) 如 果 对 于 所 有 的 r MOSES A x ABA | x | 过 1, 划 称 格式 为 (严格) 耗 散 
格式 . 
D 如 果 对 于 所 有 的 r 和 0< | elon, MA xz. 都 满足 |z,| =1, 则 称 格式 为 非 耗 散 ( 单 
位 ) 格 式 . 
C) 如 果 对 于 革 些 r Me Ale, |< Hee 和 有 有 | 二 | 二 1, 则 称 格式 为 部 分 
耗 数 格式 ， 


5.2.1.3 fl F 
Ron Si FE w, + aw, = 二 0, 这 里 a 六 0. CFL AE MH 
y — ak 
CFL= A’ 


例 1 欧 拉 中 心 格式 
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将 wr = aey 代入 1 述 格式 ,得 特征 值 问题 My =0. 这 里 


M=2-1+ Sheet 8), 


& det M~U, 19 
z= l| + wcFLsin(é). 
从 而 有 有 


g = v 1+ CF siele) > TYE > 0, 
由 此 对 于 任 一 CFL $, von Neumann 条 件 不 满足 , 即 欧 拉 中 心 差 分 格式 无 条 件 不 稳定 ， 
例 2 Lax Wendroff 格式 


wi! = uf- CEL (wih 一 w 1) + EL Cai — 2 + w) 
不 难得 到 
Me ee ne) EE 2s ety 


令 detM = 0,49 
= 1+ .CFLsin(&) + CFL?[cos(é) - 1]. 
从 而 有 


Ilz1=wvfT+CELIeosfe) - 13}? + CFLsin?(4). 
ATE I< HS PH St 
11 + CFL? [eos(¢) — E] + CFL2sin? (2) < |， 
即 
2b cos(€) — 1] + CFL?[cosfé) — 1 + [1 - cose] <0 
因 1 — cost) > 0, AAA 
CFI27[1 = cos(@)] — 1 + costé) 20. 
即 
CFL <1 
Al, H CFLS 时 ,格式 是 稳定 的 . 因 格 式 是 在 满足 条 件 CFLS 的 情况 下 稳定 ,所 以 
称 格 式 条 件 稳 定 . 因 CFL 数 表 未 每 一 时 间 步 数值 波 移动 的 网 格 点 个 数 , 所 以 该 格式 的 稳 
定性 条 件 表 明 ,对 于 两 层 三 点 显 式 格式 ,在 每 一 个 时 间 步 波 移动 的 距离 不 能 超过 一 个 网 格 
点 ,否则 不 稳定 . 
特征 值 z 的 表达 式 也 可 以 写成 
lz l= 1- CFL? - CFL2)(1 -cosf(e))2， 
因此 ,对 于 所 有 €>0 A CFL<1,/2!< 1, PT Lax-Wendroff 格式 是 严格 耗 散 的 . 
例 3 跳 蛙 格式 


we =h l CFLC u, 1 ~ ey). 
对 于 该 格式 有 


z- + = — 24CFLsin{ é). 
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&2= pe”, 经 计算 发 现 , 对 所 有 的 CFLS A: p=1. 因 此 , 当 CFL PREM RE M 
HE TIRRI. 
例 4 欧 拉 向 后 差分 格式 


wst! 4 ŒL 


(wit}- wit}= we 


相应 的 特征 值 为 z= 二 1A(1 + CFLsin( £). 计算 发 现 ,对 于 所 有 的 CFL 数 , 有 |z| 筷 1. 因 
此 ,格式 无 条 性 稳 定 . 荔 外 发 现 , 当 &=0 或 者 ££= +r 时 ,有 =z==1 而 当 0< 16<r 时 ,有 
lel<1. 因此 该 格式 为 部 分 耗 散 格式 . 


5.2.1.4 ”两 层 格 式 的 稳定 性 分 析 


对 于 两 层 格 式 
Qa") = Qow’, (5.8) 
von Neumann 4? #1 5] LEITETE. E MAE 
G{@,CFL) = QIED), 
和 放大 因子 ( 即 放 大 和 矩阵 的 谱 半 径 ) 
o(€,CFL) = pL G(&,CFL)]. 
定理 5,3 © GHARRHE. BEAR i 稳定 的 充分 必要 条 件 为 
PE CFL)SL, Y &20. (5.9) 
DEAR. RAR R 
uel = cur, 
从 而 22 稳定 性 条 件 为 
IOl SK, Yn > 0. 
利用 Parseval 关系 式 , 上 述 条 件 等 价 为 


IGGY | AK ,YY E20. (5.10) 
Al G ATE ZR , BPE ERE 
le" |< CG)" Ila Kol "|. (5.11) 


如 果 p (8,CPL) 志 1, 则 式 (5.11) 的 右边 不 等 式 意味 着 式 (5.10) 成 立 . 反 过 来 ,如 果 式 
《5.10) 成 立 , 则 式 (5.11) 的 左边 不 等 式 意 味 着 o($,CFLI"SK, Yn Ml €,CFL)<1.0 

条 件 (5.9) 是 von Neumann 条 件 的 另外 一 种 形式 .如果 G AIEEE, MERRI 
只 是 1, 稳定 的 必要 条 件 .在 下 而 两 种 情况 ,G 是 正 交 和 矩阵. 

i) 方程 为 标量 方程 (mm = 1). 

ii) AF A1,, 和 Ap, BAM WALA eA 的 多 项 式 , 从 而 G 也 为 A 的 多 
Wisk, A) G= PCA). id aC ®)# p RE, FRM G= P(A) ACG) =PO(A)). 


5.2.1.5 变 系 数 问 题 的 稳定 性 分 析 


如 果 问 题 为 线性 变 系数 问题 ,出 von Neumann 条 件 只 是 稳定 性 的 必要 条 件 而 不 是 疡 
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格 充 分 条 件 ,将 系数 冻结 为 菜 一 常数 ,对 由 此 获得 的 常 系数 问题 进行 von Neumann 分 析 ， 
称 为 当地 von Neumann 分 析 . 

定义 5.10 如果 格式 满足 当地 von Neumann 条 件 , 则 称 格式 当地 稳定 ;如 果 格 式 对 
党 系数 情况 稳定 , 则 称 为 整体 稳定 . 

EM 5.11 (Kreis 耗 散 定 义 } 考虑 两 层 格式 .如果 存 在 下 整数 p PERKS 使 得 
对 所 有 二 ,部 有 


elG(x,€;CFL)] <1-6 1 él O< El, 
则 称 格式 具有 22 MER. 
定理 $3.4 (Kreiss 1964) 考虑 具有 2p PHRMA Op- 1} 阶 精度 的 格式 , 如果 
G 是 海 米 顿 矩阵 BART A x hI Lipshitz 连续 函数 ,那么 格式 整体 稳定 . 


5.2.1.6 非 线性 问题 的 稳定 性 分 析 


假设 格式 线性 稳定 , 则 可 以 用 下 述 方 法 研究 非 线性 稳定 性 . 

A) 共振 波 方 法 . 将 解 表 示 为 谐 波 的 蠢 加 . 如果 上 出现 不 同 波 长 的 波 共 振 , 那 么 格式 可 
能 非 线 性 不 稳定 ， 

B) 等 价 方程 法 . 格式 的 等 价 方程 (后 面 将 要 介绍 ) 如 果 不 适 定 , 册 格式 非 线性 不 稳定 ， 

C) 线性 化 分 析 法 ,将 非 线性 格式 线性 化 . 如 果 线 性 化 格式 与 某 不 适 定 的 方程 相 容 , 则 
格式 非 线性 不 稳定 .第 四 章 中 在 讨论 人 工 黏 性 时 举 了 这 样 一 个 例子 . 


5.2.1.7 和 多维 问题 von Neumann 分 析 


TER cp = ih? p= jh Jag = kh LERURA wi, EB E, 
流 的 形式 为 wg = dei ee Y ,这 里 Eg hy 分 别 为 z、y 和 xz 方向 的 波 数 ,将 w= 
aee TY 代 人 相应 的 格式 , 便 得 特征 值 问 题 

M(z,é,7,7)Y=0., {5.12) 
此 时 von Neumann 条 件 可 以 表述 为 :对 所 有 满足 |z|>1 的 = 有 
detM#0, VEER, YY 7ER,YYER. 
如 果 该 条 件 满足 , 则 称 格 式 稳定 . 


5.2.2 混合 初 边 值 问题 的 稳定 性 理论 


混合 初 边 值 疝 题 的 分 析 理 论 主要 由 Gustafsson, Kreis 和 Sundstrom (GKS, 1972) 3 
立 , 因 而 也 称 GKS Bie. 


5.2.2.1 引 言 


一 般 的 初 边 值 问题 定义 在 有 限 区 域 ,如 0<x<1. 但 GKS 稳定 性 定义 正好 使 得 成 立 
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这 样 的 绪论 :如果 格 式 柯 此 稳定 并 且 每 一 个 边界 的 边界 处 埋 各 自 稳 定 ,那么 有 限 区 域 | 的 
混合 初 边 值 问题 也 稳定 . 

柯 西 稳定 性 玲 论 在 前 面 已 经 介绍 了 . 单独 边界 的 稳定 性 要 通过 考 碟 半 无 限 区 域 的 稳 
定性 获得 ， 

将 天边 界 癌 左 延 伸 至 无 限 远 .右边 界 向 石 延伸 至 无 限 远 , 便 得 到 定 尺 在 ~- oo 所 芝 忆 oo 
的 不 带 边 与 条 件 的 柯 西 癌 题 ; 

将 右边 界 癌 右 延伸 至 砚 限 远 ,使 得 到 定义 在 0< rzr< ce 上 的 (只 在 左边 存在 边界 条 件 
的 ) 右 半 无 限 区 域 问题 ; 

将 左边 界 向 左 延 伸 至 无 限 远 , 便 得 到 定 尽 在 - ce< r<Ti 了 上 的 (只 在 右边 存在 边界 条 
件 的 ) 左 半 无 限 区 域 问 题 . 

作为 前 提 条 件 , 假 定 内 点 格式 柯 西 稳定 , 即 潢 足 von Neumann 条 件 , 这 样 就 只 需要 考 
虚 半 区 域 问题 . 因 对 称 性 ,只 需 就 右 半 区 域 问 题 来 介绍 , 当 吉 到 左 半 区 域 问 题 时 ,可 以 通过 
令 x 一 ~ 进行 坐标 变换 ,将 左 半 区 域 问题 转换 为 右 半 区 域 问题 ,使 用 右 半 区 域 的 分 析 方 
法 分 析 稳 定性 . 

值得 注意 的 是 ,GKS 稳定 性 理论 建立 在 一 种 特殊 的 范 数 上 , 尽 特 有 限 区 域 癌 题 GKS 
稳定 , 可 能 按 其 他 定 习 不 一 定 稳 定 (Heam，Warming & Yee, 1982; Trefethen, 1984, 
1985). 例如 ,如 果 需 要 长 时 间 对 时 间 积 分 , 则 GKS 稳定 不 一 定 能 保证 解严 格 有 界 ,还 必需 
要 求 满足 更 严格 的 所 谓 P 稳定 ( 即 practically stable} 条 人 忻 . 特 别 对 于 定常 问题 ,GKS 稳定 
不 -' 定 能 保证 收敛 ,在世 后 的 定常 问题 介绍 中 ,还 会 单独 讨论 这 个 问题 . -- 般 而 言 ,如 果 内 
点 格式 属于 严格 耗 散 格式 , 则 GKS 稳定 就 足够 了 ， 


5.2.2.2 混合 初 边 值 问题 的 定义 


考虑 右 半 区 域 双 曲 问题 
w t Aw, = Bot F, <20, t20; (5.13) 
w(x ,0) = wy(0), r0; (5.14) 
w (0,0) =Sw"(0,2)+ (7). (5.15) 


这 里 4 AB 为 两 个 常数 矩阵 . 因 考 虑 的 是 双 曲 系统 ,所 以 不 失 一 般 性 ,可 以 假设 A 为 对 
ff FE RE 
A = diagí AŻ, A"). 
这 里 A = diag(ay,@2,...,a@;) > 0, A! = diag (aj... aiias... sm) <0. 在 边界 条 件 
(5.15)! Aw" 4 Rt OA 的 正 部 和 负 部 ,.S 为 -WERE CERAH). 
为 了 方便 ,定义 
Ny =]a ntl, an3 1,n2!, 


= jt ls. 2 ,jz 
蕊 边 值 混合 问题 43.13) 至 (5.15$) 的 离散 采用 + 工时 间 层 和 7 +r+1 个 空间 点 格式 


D Qtt = kE, Yj Eiai (5.16) 
r=] 
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wr = wh}, Vi © Jonie, r € Nao; (5.17) 


we 一 ` Sent + Epo Vu €E dJ -1,0 (5.18) 


rol 
RRQ = > AoE Buy = wep S = X CHIE’. 
定义 5.12 称 (5.18) 为 平移 边界 条 件 , 如果 各 边界 条 件 都 具有 同样 的 式 子 , 即 所 有 
系数 CHAE 441,0) 均 与 六 无关. 


5.2.2.3 正规 模 态 分 析 


为 了 阐明 主要 意思 , 先 考虑 运输 方程 
w, taw, =O. 
在 傅 里 叶 分 析 即 所 谓 的 正规 模 态 分 析 中 ,考察 潍 波 解 
wlx ， t) 一 eter -- ae) 

这 里 weR AB, ECR ARR, 

将 谐 波 解 代 人 运输 方程 , 便 得 如 下 的 色散 关系 式 

w=aée, 
对 于 离散 情况 的 - - 般 形 式 ( 即 系统 方程 ), 也 同样 考察 如 下 形式 的 解 


we = Pet rk Gh) 


这 里 gy ER”. AT AE, ic 


从 而 正规 模 态 解 可 以 写 威 
wr = zeha. (5.19) 
EERS PF we Ci EC AR z 和 kg 的 模 均 可 不 等 于 1. 
将 (5.19) 代 入 格式 ,并 且 令 让 =0, 我 们 得 
> QC) bo = 0, Q w) = SAL. 


HT REE WS 
detQ(z,«) = 0, Q(z,«) = SIAL e. (5.20) 


设 |x|=1, 那 么 上 述 方 程 称 为 色散 方程 . 对 于 每 一 个 x = e*(&ER), 色 获 方 程 决定 了 
(s+ 1) mT REE z, 这些 特征 值 决 定 了 格式 的 柯 西 稳定 性 . 反 过 来 ,对 于 每 个 zEC, 方 
程 (5.20) 决 定 了 (+r)m Ate, ,因而 称 特征 方程 . 

如 果 格 式 能 求解 {这 是 格式 可 以 使 用 的 先决 条 件 ), 则 有 下 面 的 结果 ;对 于 每 个 zEC， 
如 果 |z; >1 ,那么 特征 方程 (5.20) 正 好 有 (1 trim 个 根 ( 重 根 的 重复 个 数 也 考虑 进去 )， 
并 且 被 复 平 面 内 单位 图 周 分 为 两 部 分 

K_— {e(z)s be lu AK, = lels) be I> 1l, 
和 如果 重 根 的 个 数 也 考 虚 进去 ,那么 有 m SRT KOCK HEC AR) A mr 个 属于 
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x 所 玉 ;的 根 { 画 外 根 }. 当 lx|=1, 格 式 的 柯 西 稳定 假设 意味 善 |xz| 筷 1, 因此 对 十 |z | 之 1， 
没有 一 个 根 满 是 lx |=1， 
对 于 右 半 区 域 问 题 , 当 |z*| >1 时 ,属于 fo Ce) RS. 19) HY Ea 
w= D POG). (5.21) 


EK 
在 上 式 中 ,上 + 不 能 计 人 的 原因 是 ,| eek, Hao ,这 不 符合 林 西 稳定 性 假设 . 
在 式 (5.21) 中 ,P,{)) 是 x, 的 多 项 式 


PAG) = D Vo 
V6 为 Q(z ,wx,) 线 性 无 类 的 特征 向 量 ,cp 让 =0,1,... ,rm D 为 由 边界 条 件 决定 的 未 
知 系数 ,对 于 标量 方程 格式 ,可 以 卡 OV, =l. 
因 >， mm。 = 6, 所 以 在 解 (5.19) 中 存在 imn 个 未 知 系 数 c,;. 记 C=1c, ,|, 则 属于 
zz 的 解 的 一 般 形式 为 w = AQC, RE Q Am xX im BE. 
往 正 规模 态 分 析 中 ,还 得 考虑 |z*| 一 1 的 情况 .根据 格式 的 相 容 性 假设 , 当 z=1, 必 存 
在 一 个 根 满足 «=1. 当 |x| 一 1, 特 征 方 程 的 根 可 以 继 分 成 下 疝 四 个 组 ， 
Kec= telia EK- sleli <1|, 
Ke,- =ils s EK-ilel amli, 
K> 5feha E Klele m > 1, 
Ky 2 itll, > 各 天 :si=1|， 
如 果 将 复 根 的 重复 次 数 计 人 , 则 有 m PRK = Ke 十 Ke = IR CAA), mr 个 属于 
K.=Ky+K->,- RR (MB). 
对 于 |z| -l ERB AM (S.21) PIR BHA KO =Ke+ Ke, ， 
扰动 测试 ”通过 求解 特征 方程 ,如 果 在 |z|=1 时 发 现 某 个 根 x, 满足 | x, | =1, 8i] 
会 问 如 何 确定 nO Ke Kae CK, -7 如 果 没 有 其 他 方式 判别 , 便 可 采用 下 面 的 扰动 测 
ik. 
RR le | =U zls 1) 4E z RSM 2 = eC + yp) AE >o 为 小 量 . 邻 
kez Sele l-e) ee =z(l+p) 和 wlz Hele) Cl—-e RAMEE, A S ir 
小 量 ,必得 


6 Ch, 

FER e 必 为 不 等 于 零 的 实数 .如果 =>0, 那 么 表示 所 考虑 的 根 是 从 单位 圆 册 以 内 过 
来 的 , 即 x€ Ke. BM ee Ks.-. 

将 (5.21) 代 人 边界 条 件 (5.18), 全 得 到 县 有 im 个 关系 式 的 代数 方程 

M{z)C=G. (5.22) 

这 里 C= |c, i,M= MM(z) 为 Im x im E. 

定义 5.13 (GKS 稳定 性 ) 对 十 所 有 1zx| 实 1, 如果 detM (2) 40, WS WH i 
HA GKS 稳定 .换言之 ,如 果 代 数 方程 detM(z)=n0 的 所 有 根 ( 特 阵 值 ) 均 满足 | | <1 
问题 GKS 稳定 . 
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GKS 稳定 属于 很 强 的 稳定 . 某 些 GKS ARR GE BIE BE TE Oh — A OP BE , 称 
为 对 稳定 . Wu(1996a) 在 研究 分 区 算法 解 的 唯一 性 时 发 现 , 某 些 算法 虽 GKS 不 稳定 ,但 能 
算 于 去 .由 此 他 构造 了 下 面 很 容易 检验 的 弱 稳 定 条 件 : 

EX 5.14 【 验 稳 定性 条 件 } 如 果 方 程 det MI(z)=0 的 解 满足 | z| 委 1( 此 时 GKS 
不 稳定 ) ,并 且 存 在 常数 K ,使 不 等 式 


T 
lel il? = 1,2,...,m,; 


| tye Es K 
成 立 , 则 混合 初 边 值 问 题 弱 稳 定 . 


5.2.2.4 实例 分 析 


以 上 理论 使 用 起 来 似乎 有 一 定 的 难度 .对 于 系统 方程 尤其 如 此 .但 对 于 标量 方程 ,并 
不 如 此 困难 .下 面 举 一 些 例子 ,只 考虑 运输 方程 
w, t aw, = 0. 
两 层 三 点 耗 散 格式 ”最 著名 的 例子 是 Lax-Wendroff 格式 10<CEFL= ak ASI) 


2 
wy = wrt -EL ona = + SE Coty 2 + wa). 


将 好 = x" 代 人 格式 , 便 得 特征 方程 


x 2 
(z 一 lr =~ (el) + (x — 1. 


首先 证 明 下 面 的 引 理 ， 

引 理 $.4 考 虚 任 意 两 层 三 点 耗 散 格式 . 记 x1EK- 和 jsEK,， 

WE a >O, MA 

le, ll1,Y Izi=1,z 关 1. 

并 且 有 wxitz=1)=1. 

如 果 a <0, WA 

Pee i C1,¥Viel=l. 

证 明 NR ey |= 1,0, AL, OM Re el< Rb fel =1 和 > 关 1 时 , 必 
# lacy | <1. 

Are Ft Se x =1. 此 时 只 有 了 两 种 情况 :或 者 kt = 1, Ale <l ATAA x 
只 考虑 Lax-Wendroff 格式 .更 一 般 的 证 明 可 以 参阅 {Goldberg and Tadmor, 1981). H # fE 
方程 得 

g-l=-cle-1)+OCR-1)*%) pot. {5.23} 


SE (UAE Ja. 假设 x=1. 将 x=1-e (e>0) 代 人 (5.23), 得 z=1+p, 这 里 
= Fa + Ole), p > 1. 


F signu) 二 sign(a), 所 以 有 : 
gl=1, Ya>0; «<1, Va<d. OC 
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{KA BEA. F a>0, 给 解析 茶 件 是 GKS Be. FRR a COC AE). 
ETERRA, A S| ES RA aE FE Rie: 


in RAT M(x) Vicl=l 稳定 性 
二 t-x,  (M(z)|40 稳定 ， 
wh = wi u (1 一 ki MODIA 稳定 ， 
二 z-e |IM(<)|40 稳定 ， 


wi=2ut l- uT (2-04)? |M(z)| 关 0 Be. 
非 耗 散 格 式 例子 “考虑 跳 蛙 格式 (0<CFL= ah) 


+1 一 一 ! "Tr 
u’ = uwi 一 CFI. wH 一 wy). 


将 cl = rwg 代 人 格式 得 特征 方程 


z- 二- -Le ), (5.24) 
只 考虑 出 流 边 界 . 首 先 有 下面 边 界 条 件 
wh = wi. 
将 uy = riuw 代 人 该 边界 条 件 得 
M(z) =«-1. 


it NM = 习 意 味 着 k=1. 从 特征 方程 (5.24) 得 ztx =1)= 土 1. 通 过 扰动 测试 ,发 现 当 
= 一 一 1 时 ,x=1 属 十 KK-_, 因 此 存在 满足 |x|=1 的 特征 值 , 即 问题 对 所 有 CFL 都 GKS 不 
下 惫 采用 一 阶 单 仙 格 起 作为 边界 条 柱 
wet! = wi ~ CFL( oT - wi). 
将 zy = SK tty A ERR PP 
M(z) = (2 —1) 4+ CFLíx ~ 1). 
& c=ret th M(z)=0 4 


从 而 有 


+2r(CFL ~ 1)cos + (CFL ~ 1)? 
CFL 
WAR | cy lr > 1) A e160) EME el OLR EA e AR KY 
z=], ARIE A AE (5.2448 «= +1. A Mle =1e=~-1)40, PU RBS =l, 
1 .采用 扰动 测试 可 以 证 明 StF Sll BRTK .因此 ,所 考虑 的 问题 稳定 . 
方便 分 析 法 ”以 上 考虑 了 几 全 三 点 格式 ,对 于 多 点 格式 和 平移 边 办 条件, 存在 更 容易 
检验 的 稳定 准则 (Goldberg and Tadmor, 1981). 
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5.3 误差 分 析 


5.3.1 傅 里 叶 分 析 


See w taw, =0. 在 傅 里 叶 或 正规 模 态 分 析 当 中 SHR 
wir, t) = flere, 
这 里 weR AUB, EOR 为 波 数 .将 谐 波 解 代 人 运输 方程 使 得 如 下 的 (精确 ) 色 散 关 系 式 
w= ae. (5.25) 
上 而 的 色散 关系 式 表明 ,对 于 每 一 个 上 ,都 存在 唯一 的 频率 ,而 用 频率 为 实数 . 
对 于 离散 情 襄 (考虑 系统 方程 ) ,考察 类 似 表达 起 (下 规模 态 解 》 


w= pge lE Gh) (5,26) 
这 里 HER” .将 正规 模 态 解 代 人 格式 得 

Diw, Efo = 0. 
为 了 使 上 述 方 程 有 非 寿 解 ,系数 和 皇 阵 的 行列 式 必 须 为 零 , 即 

detDCw,&)=0. (5.27) 


式 (5.27) 称 为 数值 色散 关系 式 , 与 精确 的 色散 关系 起 一 般 有 - EA EB OS E R 
误差 的 -一 种 衡量 ， 
下 面 考 察 两 个 例子 . 
第 一 个 例子 为 味 峙 格式 
wp) = wi! — CFLC una ~ wy). 
将 (5.26) 代 人 此 格式 得 
detDCw,€) = Asin€we) ~ aksint & ). 
由 此 得 色散 关系 式 
A Sinf ao) = ak sinl h). 
4 6>0,A w= af. Ale, 4 6—0 (长 波 范围 ), 数 值 色 散 关系 式 退 化 为 精确 色散 关系 式 . 
当 >0, 两 者 之 间 有 差别 ,这 种 差别 在 短波 ( 久 一 x) 范围 尤其 大 . 
第 二 个 例子 为 一 阶 迎 风格 式 (a >0). 
wrth = Te! — CFLCw" ~ w? 1). 
ER KABA 
detD(w,&) = et — 1 + CFL - e”) = 0. 
此 时 o 包含 一 个 实 部 ww, 和 一 个 虚 部 局, 好 ; we, tw, EDV ER BR 
e`" cost wa,k ) =} + CFI cos a )}-1], 
e “*sin(a,&) = CELsin( Sh). 
与 前 面相 似 , 当 EOLA w = ab. 4 E>0,48 0, >00, HE wag. 
出 色散 关系 式 (5.27) 确 定 的 w 为 复数 ,可 以 写成 
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w = w, + w;,0, E Rw E Rt=v -1. 

— RA GL Fw, 天 oemwi 关 0、 而 对 于 精确 色散 关系 式 有 w= aét. 

定义 5.15 【( 群 速度 与 相 速 度 ) 考虑 -- 般 的 色散 关系 式 w= wolf) FREE A c 
= 能 ; 相 速度 定义 为 jc= 凤 

粗略 地 说 , 群 速 度 为 能 量 包 {( 随 质点) 移动 的 速度 ,而 相 速 度 A a e E a RE. 

对 于 精确 方程 , 群 速 度 与 相 速 度 均 等 于 a .但 对 于 离散 防 程 , 除 上 =0 两 者 相等 外 , 群 
速度 与 相 速 度 一 般 不 同 , 格 式 的 行为 往往 可 以 与 群 速度 联系 起 来 (Trefethen,1982). 

对 十 精确 解 与 数值 解 , 均 可 统一 写成 


wr = ee A (5.28) 
对 于 精确 解 ,具体 表达 式 为 
wt = ee OF (5.29) 
Be TRUER, A eA 
w =e a ia = ih (5.30) 


比较 (5.30) 和 (5.29), 我 们 定义 

定义 5.16 振幅 误差 (扩散 误差 , 耗 散 误差 ) sp=e 党 .相位 误 善 { 色 散 误 差 ) es = 
ae 

振幅 误差 表示 ,对 于 <*>0, 波 幅 不 是 常数 ,而 是 按 ch ER. FERR, ep = 1, BF 
以 不 存在 振幅 误差 .对 于 一 阶 迎 风格 式 

ep =V1+2d + a? + CFLs’ (th) <1,¥ | €1>0. 

这 里 了 = CFL[oos(&)— 1). Aa & =n RIE), A ey = (1 一 CFL)?. 因 此 ,短波 将 很 
快 钙 耗 获 掉 . 耗 散 速度 在 CFL 1 达到 最 大 值 . 振幅 误差 有 正 反 两 个 方面 的 作用 . 从 精度 
考虑 ,振幅 误差 使 精度 降低 ,尤其 是 最 大 值 减 小 ,最 小 值 增 加 , 即 产 生 低 佑 效应 .如果 用 以 
计算 定常 问题 , 则 可 把 伪 非 定常 解 与 定常 解 看 成 是 一 种 误差 ,如 果 格 式 的 振 副 误差 天 , 则 
“Hee EE, BLIR ET WC BE 

AA LR Fe He , E> O 时 ,数值 波 移动 的 速度 不 同 于 a. Ek ee ah 


tp = A sin TE CFLsin( êk ) ] ， 
a 


对 于 “ 阶 迎风 格式 


Fo 一 zeli + feet) - TIl 
如 果 取 CFL=1, 则 eg = 1, MMMERA CFL=] 时 不 存在 相位 误差 . 相位 误差 是 散 
值 振荡 的 根本 原因 ,有 百 害 而 无 一 利 . 
无 论 是 振幅 误差 还 是 相位 误差 ,对 于 长 波 它 们 都 很 小 ,对 于 短波 它们 一 般 都 很 大 .很 
显然 , 激 波 属于 短波 ,因此 如 果 使 用 -… 阶 迎风 格式 , 则 振幅 误差 大 将 激 波 抹 平 , 因 相位 误差 
小 而 不 存在 数值 振 落 . 
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5.3.2 当地 误差 与 整体 误差 
5.3.2.1 当地 误差 
考虑 方程 


w, + flw),=0, 
SAS R— AUER 


E 
4 一 一 一 一 一 
L= Hw Ts ww T wW ee) = 0. 


CER (5.32) 4 BLE i 
cL = Cw, + flw) dtd. 

这 里 c Hw DK, 

d,=O[k?]+ OLA], 
将 精确 解 代 人 A Ge + fCw),), =0, AG. 33) iB EA 

cL=d,. 

这 里 d BAHEA. UPR ARBRE ER 

di = Kk? + Kaht, 


这 里 K 和 K; 与 解 的 时 空 导数 有 关 . 有 时 也 把 误差 的 主 部 称 为 当地 截断 误差 . 
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(5.31) 


(5.32) 


(5.33) 


(5.34) 


(5.35) 


E 5.17 WE K0, KAO. WAR (5.32) AEE p 阶 ,空间 精度 为 a 


MT. 
例 , 考 虚 运 输 方 程 ww 十 亏 , =0 6 Lax-Wendroff 格式 
2 
met! = w 一 pa -wi 人 S Cw ~2wi + why). 


使 用 方程 wo, + w, =0 并 对 精确 解 w = w! BTR IF 
2 3 
wnt} = w t kw, + Ewu tE wut olt]. 


h? h? 4 
wT wt hw, 十 3 “yy T 6 rr + Ofh I, 


a k? h? 4 
Ws = tw he y Wee g Warr + OF i 


得 


= wy 十 E wy t 


6 6 


2 
E wn + OLY] + wet Ph te OEA] kw., + OL bh? ] 


= tw bay + R(t -wat L apk? tA dee, + OL J+ OLA] + Olhe] + OLA E] 


=E royk? +i Fw + OL RS] + Ol R314 OF hE2] + OLR?E]. 


Ea A AO A 
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] l 


3 2 
i Wk 7 + p h Wire . 


d = 
6 6 
所 以 Lax-Wendroff 格式 在 时 间 与 空间 上 均 共 有 二 阶 精 度 ， 


5.3.2.2 整体 误差 


整体 误差 为 数值 解 与 精确 解 之 间 的 差别 .各 网 格 点 上 的 当地 误 闪 通过 格式 梢 合 ,使 得 
整体 误差 一 般 不 等 于 当地 误差 ， 

用 Lax-Wendroff 格式 来 离散 方程 ww t+ w, cr. SRE BR. TTE RA, ,Lax-Wen- 
droff 格式 可 以 写 为 


一 AER 一 w1) + ay (iH -= 2w, + wp} + f, = 0.f, = ex). 
计算 表明 ,当地 截断 误差 的 主 部 为 d- oh e. 
记 整 体 误 差 为 ej = wlr) -w RB wir A OH w = wa) e 代 人 Lax- 
Wendroff 格式 ,得 
(oc— er™2a + Cat le_j=d. (5.36) 
这 里 
d =~ lwla) wa, D) twla) wla) tw 1) 
= ~ ach’. 
可 以 验证 ,误差 方程 (5.36) 的 解 为 ; 
zato) + dy. (5.37) 
这 里 cy 和 ca 为 带 定 系 数 ,由 边界 条 件 确定 . 

显然 ,整体 误差 o 不同 于 当地 误差 4 

对 于 非 定 常 问题 ,整体 误差 较 难 获得 .使 用 健 里 叶 变 换 技 术 , 可 以 获得 整体 误差 的 具 
1K #2 IAZK (Skdllermo, 1979). 

ARAE FA SS RR BEY) BTR BR A BY) EE. 

EM 5.18 如 果 整 体 误 差 为 OLP] OLA ]) MRR RARE p. 

在 一定 的 稳定 性 假设 下 BAR E Be BT aR EY LR OE A Ta ER 
线性 问题 ak EP Se AE UA EF sO B.A A a H 
体 误差 的 具体 表达 式 更 容易 . 

对 于 菜 些 情况 , 收 合 速 度 高 于 当地 截断 误差 的 阶 数 ,这 种 情况 称 为 超收 伍 . 

非 线 性 问题 的 收 钱 速度 估计 一 般 很 困难 . 


5.3.2.3 修正 方程 


很 设 数值 解 是 够 光滑 .格式 与 原 偏 微 分 方程 相 比 存在 一 定 的 误差 .但 格式 精确 地 等 价 
于 某 个 侦 微 分 方程 , 称 为 修正 方程 或 等 价 方程 .简单 而 言 ,修正 方程 即 为 数值 解 所 满足 的 
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侦 微 分 方程 . 修 止 方 各 有 严格 的 排 导 方 法 ,在 稳定 性 和 精度 分 析 .以 及 方 法 构造 上 扮 洱 了 
-— 3E AY A £4 (Hirsch, 1990). 

这 里 就 运输 方程 u tw, = 和 0 和-- 阶 迎风 格式 
unit! = ul — alu 一 wa), 


米 简单 说 明 一 下 修 自 方程 的 推导 , S w = w 为 数值 解 ( 而 非 精 确 解 ), 用 泰勒 展开 得 


? 
_ 


ull lan t+ kw, 十 2 w, + Of ki], 


2 


w= w- har tE tee t OLS. 
将 土 述 表达 式 代 人 格式 得 
tay tw, = : Wy 3 ws + OLR] + OL ArT. (5.38) 


万 种 415. 38 iA IRF Ai ee HP REA, TA w. 为 了 消去 该 微分 ， 
RY A FE(5 38) 2R- -次 时 间 微 分 得 


Wy = — Uh É wa = Ewu + OL] + OLR? (5.39) 
将 (5.39) 和 代入 (5.38), 便 得 
wt t= = Ewa twa + Ole] + OLA). (5.40) 
将 (5.38) 对 空间 微分 得 
w= wa ~ Wie Fr + OLR 1+ OLR]. (5.41) 
将 (5.41) 代 人 (5.40) 得 
wt es = (1 ow t+ OLR] + OL), (5.42) 


方程 (5.42) 便 是 格式 的 一 阶 收 正方 程 . 与 原 偏 微 分 方程 (rw + ws, =0) 相 比 , 它 更 接近 格 
式 . 为 了 获得 更 高 阶 修正 方程 ,可 以 在 泰勒 展开 中 保留 更 高 阶 项 , 按 类 似 思路 Eb 
去 右 靖 时 间 时 数 和 混合 导数 .例如 ,一 阶 迎 风格 式 的 三 阶 修正 方程 为 


tw = 也 h? 
Uy EW, = 7 (lo o)w.. + 6 (2a ~1)(1- a) wy, 


3 
+ 和 (1 + 607 -Ga)(1-o)w,,,. 


+ O[A*]+ OLz4]. 
特别 注意 的 是 ,在 推导 修正 方程 时 ,从 来 没有 使 用 精确 解 和 原 偏 微分 方程. 这 与 推导 当地 
截断 误 益 截然 不 同 ， 
因此 ,数值 解 w 不 是 诛 偏 微分 方程 的 精确 解 ,而 是 (无 穷 阶 ) 修 让 方 程 的 精确 解 . 将 
修正 方程 与 诛 偏 微分 方程 相 比 , 便 可 以 看 出 误差 所 在 ， 
小 止 方 各 可 以 用 十 分 析 稳 定性 .如果 修 正方 程 适 定 , 则 格式 稳定 ,否则 不 稳定 . 
考 虚 欧 拉 中 心 格式 


te +1 


3 g ; 
Suy g (wpa S w). 
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其 -- 阶 修正 方程 为 


uy, t w, =- E wy + OLR] + OLA?]. 


因 耗 散 项 ws 的 系数 为 负 ,所 以 修正 方程 为 病态 方程 ,从 而 原 格 式 不 稳定 . 
对 于 非 线 性 隔 题 ,可 以 出 修正 方程 来 研究 非 线 性 不 稳 汗 . 


5.3.2.4 汇合 初 边 值 问 题 的 误差 分 析 


如 果 同 时 考 虚 初始 条 件 与 边界 条 件 , 则 初始 条 件 姓 理 利 边界 条 件 处 理 均 订 影 响 精度 . 
考虑 混合 初 边 值 问 巅 
w+ Aw, = But FE ,re0,t220; 
wer ,0}=wyl0), rE0; 
w (0,2) = Sw" (0,2)+ g(t), 
相应 的 数值 方法 为 


Dy Quy? = kF, N j E jis 
771 
w = w, (jA), Yj E Js € N10 


TE 
| 1 i 
wrt = Do Seen + gë, Y a E Jaro. 
r-l 


K a 
: 1 fa F 
Q, = DA E Ew, = wp SY = >) ctor, 


bon! r-i) 


定义 5.19 $= 2 = O[1]. 如 果 对 于 精确 解 ww ,有 


[1- Sse hw + g, = O] € Jonia 
=1 


MAR EAE DE OR BE p 阶 (当地 精度 为 p+ 1 ir). 

用 类 似 办 法 也 可 以 定义 初试 条 件 的 精度 . 

在 一 定 的 稳定 性 假设 下 ,可 以 证 明 , 如 果 格 式 的 精度 (当地 截断 误差 ) 为 p 阶 ,边界 条 
件 和 初始 条 件 的 整体 精度 至 省 为 p -1 解 , 则 混合 初 边 值 问题 的 整体 精度 伪 为 jp 阶 
(Gustafsson , 1981) .这 说 明 边 界 处 理 的 精度 可 以 比 内 点 低 : - 阶 布 在 影响 整 体 精度 . 

这 里 考察 一 个 例子 .前 面 对 于 某 定 常 问题 的 Lax-Wendroff 格式 推导 的 整体 误差 表达 
式 为 

I 


J 
aclt+ca( 2H) + dj. (5.43) 


假设 内 点 格式 定义 在 j=1,2,... ,J . 先 考虑 下 面 的 其 有 零 阶 精 度 的 边界 条 件 
My = O, mys = ty. 
相应 的 误差 方 各 为 


eg = Gey, — ep = et olh*l,e = wA. 
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由 此 确定 误差 表达 式 中 的 系数 ,最 后 误差 表达 式 为 
e; = a5 Meaty (ett) ite d)+dj = Olh]. 


2 \otl a~l 
Aidt, EEREN B. 

下 血 使 用 ABE A tt 

ty = Oa = 2 — uy a. 
相应 的 误 益 方程 为 
ey = Üren — 2er+e t= et olhel,e = wA”. 
由 此 不 难 求 得 ci = cz=0. 从 而 
e = dj = OF hf}. 

邯 整 体 误 蔡 为 二 阶 , 布 我 们 促使 用 了 -- 阶 精度 的 边界 条 件 . 

如 东 采 用 -- 阶 或 者 一 阶 以 上 的 边界 条 件 , 则 发 现 优 有 ci = ez=0: 邯 整体 误差 仍 为 “ 
阶 . 因此 在 内 点 格式 精度 一 定 的 情况 下 ,没有 必要 无 限制 地 找 高 边界 处 理 的 精度 . 


5.4 守恒 理论 


5.4.1 守恒 格式 


考虑 双 曲 型 非 线性 守恒 系统 
w, + flw), =0. (5.44) 
第 四 章 中 给 出 了 年 恒 格式 的 正式 定义 和 几 种 表现 形式 . 半 离 散 守 恒 格 式 的 数值 通 量 形式 
可 以 写 为 


F CEES 
A- 
7 -一 - 一 =. (5.45) 


这 里 (CO i RA Pt A BB AN tr 个 点 的 影响 
fad = FO Gey a pees Uy Wedges. Wy). 
相 容 性 条 件 为 


站] = Fle), 


全 离散 形式 的 守恒 格式 可 以 写成 


co， (5.46) 
ix 
All 一 天 (aa .3 
并 且 


fw) Cw), Ce) 50) = flw). 
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5.4.2 守恒 处 理 的 重要 性 


“SE PRE r A TE 


wy fo), = 0, fw) = bu 


AP) Set 2 A CRE ) 
w= l,r <l; w=0, 7 >1. 
I 


对 于 上 述 问 题 , 激 波 的 移动 速度 为 = 了 ， 


用 一 和 阶 迎风 (守恒 ) 格 式 计 算 上 面 的 问题 ， 


二 Spy = (wi) 7], 
这 里 a= ksh. 
Te) Se BE a ah TP p= j+ SL 
wy = liJ; wl = 0,7 >j. 


到 o=1. 下 面 进行 数值 计算 (精确 数值 解 }. 


当 ? =1, 解 为 
w! Lep = l; w} = 1; why = 0.5; wy Iago. = 0. 
41 =2, fA 
wi lje = Ls wee l; wje ~ wha = $; w ljn = 0. 


当 二 2, 精 确 激流 的 位 置 正好 处 于 j=J+1 HJ 12. EAE A h 
样 的 结果 , 进 - 步 计 算 表面 ,数值 流 波 总 是 与 精确 激 淡 处 于 问 一 位 置 . 
现在 考 瞩 伯 格 斯 方程 的 非 守 蛋 迎 风格 式 


n+l _ n Oo Ho H 
wp = ag = Leal (cof = wef). 


取 o=1. 下 面 进行 数值 计算 (精确 数值 解 ). 
当 n=1, 数 值 解 为 
wy leg = l; wy = l; w! ijs = 0. 
当 =2, 解 仍然 为 
ze wi |,» = 0. 
因此 ,数值 激 波 并 不 移动 . 进 - . 步 计 算 表 明 , 激 波 总 是 处 于 其 初始 位 置 .而 精确 激 波 以 - - 定 
的 速度 向 右 移动 . 
上 上 面 的 计算 表明 ,守恒 格式 能 很 好 地 捕获 注 波 的 位 置 ,而 韭 守 己 格式 给 出 错误 的 激 波 
亿 自 ,这 清楚 地 表明 采用 守恒 格式 的 重要 性 . 
时 守 但 格式 能 正确 地 捕获 激流 位 置 ,所 以 守恒 方法 也 称 激 波 捕获 法 ， 
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5.4.3 守恒 格式 的 其 他 形式 


有 时 , 告 恒 格式 的 形式 可 能 与 43.45) 或 43.46) 有 一 定 差别 .我 们 可 以 证 明 它 们 其 实 与 
(5.45) (5.40) ti. 


Hk SL 9 BF BRE A oh 
ts * 
win Tt = ay" t26( F247 S524), (5.47) 
这 里 A= OP fla) ERRES 40) SERIES, 


考虑 下 面 的 初始 条 件 
2 = wyla), 
(0) { 
te! _ w= -af AA). 


EE pE AuR AOE E 


0) Fle") + flw,,)) 


Jis 
在 第 一 个 时 间 步 ,格式 (5.47) 变 为 


KR) 4 
uy 7 — wel = w? ~ w! -20 (D4 hi!) 


1 2 
= 
= -offa -£3) 

这 里 ,新 的 数值 通 量 为 
Ait = 261 fo 


进一步 计算 表明 ,对 于 任 一 3 a BRM MATL a OLN PH. 
— FS EE Be AY FS FREE 9) SR. TB AS SBI aK ER 


dw 
qy E (5.48) 
这 时 下 = tw) 由 下 面 的 隐 式 方程 确定 
a-it-itaoFtaF,=b. fj -at bof, th fsi- (5.49) 


DAH het f'“1 ,一 方 而 满足 


ae FOC were ) Yy; 


fC. o Tit, TL, Ty. = fle). 
男 一 旋 面 与 下, 存在 下 面 的 关系 
B=- E Uy, (5.50) 


RF (5.49) 2k, 
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F, = D af, i (5.51) 
这 里 alp po PO. MRA BB CAD FE AG PR eA) aj Sy 无 关 . 
we 
fib = X bf- (5.52) 
1——on 


2 
将 (5.52) 代 入 (5.51) 并 有 是 注 意 到 


foe = fyi = 之 站- 
2 i 名 = 一 


便 得 下 而 的 美 系 式 
Vi. (5.53) 
另外 ,由 相 容 性 要 求 , 有 


4 二 一 中 
关系 式 (5.53) .5,54) 可 以 用 来 唯一 地 确定 系数 ,使 数值 通 量 {5.52) 满 足 相 容 性 条 件 . 
因此 ,由 (5$.48)s.49) 定 六 的 格式 也 是 守恒 的 . 


5.4.4 守恒 格式 的 特性 
5.4.4.1 收 me 性 


SF te aS ok AD Se EE TE Fe BY ER SE a. Sh 
n+ x kifl A 
wti- g s (Fd Ff). 

这 里 fra = f (at e ETORT SR 

Lax & Wendroff (1960) 让 明了 下 面 的 定理 

定理 5.5 SAO 和 上 & 王 0, 如 果 守 恒 格式 (5.46) 的 解 几 平 处 处 有 界 地 收 敲 到 某 -… 
PRET ue” WW ww "为 偏 微分 方程 (5.44) 的 弱 解 . 

证 明 . 将 (5. 和 6) 秘 以 试验 函数 名 ,并 对 x 积分 和 对 所 有 时 间 步 nr 求 和 ,对 所 得 方程 的 
堪 端 使 用 分 部 求 和 并 利用 关系 式 


[EE = [srr O(a + ha jde = ehe + $a) ode. 
使 得 到 


af rt —&) - $02,t) . 
5j } wla,t)dxk -| eel 2,0) 8 0)da 
| 1 


5| a + ah} ae 一 ah ae 


h 


7l 
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在 收敛 假设 下 ,出 上 述 方程 得 
[wt Bdede + | fw" 8-dede =- | wr 0)8(r 0dr, 
0 


这 an 学 定义 ,因此 ww’ 为 弱 解 
对 于 一 般 字 恒 格 式 , 王 述 证 理 也 成 立 . 


我 们 来 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 5 6 设 数值 通 量 /7 = 了 wD jr - £415 gria) TV MARHE G SB it 


RY FAS RAAB OC Cw 36) = fw), UR RE Se 
分 方程 w, t+ flw) 0R. 
证 明 , 令 AO 为 数值 道 基 对 第 思 个 自 变量 的 微分 , 由 可 微 假设 ,有 


ER = gho + S EO so) - wj) + OLk?], 


pol 
fips £O Cw ie) + Sh (C20, 30) (wep — w,) + OLR). 
由 数 和 但 通 量 的 相 容 性 假设 ,有 
fil = fy itr te! 一 ay 
h = fy ((w;}3¢) T 7 e + ofk] 
= SAO Cedo), + OLA] 
= can OLA | 
TU 
= f, + 0Olk]. 
因此 
RENS 
lim 2 h 2 = flu), 
容 


从 而 守恒 格式 与 原 微 分 方程 相 
5.4.4.3 捕获 间断 的 能 力 


前 面 已 经 证 明了 ,如果 守恒 格式 的 解 收 伍 , 则 必然 收 伍 到 偏 微分 方程 的 能 解 .但 下 面 


两 个 问题 还 不 清楚 ， 
1) 对 于 有 限 尺寸 的 网 格 ,守恒 格式 的 解 有 秆 么 特性 ? 
2) 如 果 某 格式 的 解 能 收 敏 到 炉 微 分 方程 的 霸 解 ,此 格式 一 定 守恒 吗 ? 
因为 在 实际 应 用 中 我 们 用 的 是 有 限 两 格 尺 寺 ,所 以 上 而 第 - :个 问题 具有 重要 实际 意 
A.E 个 问题 实际 在 问 ; 是 否 可 以 使 用 非 守 恒 格 式 ? 
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Wu(1999) 的 分 析 回 管 了 上 面 第 - :个 问题 .他 考虑 -个 向 右 以 速度 s 移动 的 激 波 . 激 
波 的 左 石 状态 分 别 为 wy 各 芭 , ,灌流 速度 与 左 矿 状态 通过 下 面 的 Rungine-FIugoniot 条 件 
联系 

Jiu,- fiw) = slw, < w). 

Rankine-Hugoniot 条 忻 即 为 弱 解 或 守 但 性 的 宏观 表现 . 

下 而 只 考虑 PE RR ,看 它 的 移动 速度 是 否 等 上 精确 激 波 的 移动 速度 . 
者 起 化 的 激 波 设 有 数值 振荡 ,在 所 考察 的 时 记 严 格 分 辩 刘 机 个 相 廓 岗 格 点 上 . 设 在 所 考察 
的 时 刻 激 波 分 辩 在 ) 和 六 +1 两 个 网 格 点 + 上, 则 有 Wj = Uys Wyo, +1 = Wy .进一步 假设 
在 初始 时 刻 激 波 位 于 5=1 和 7=2 之 问 . 击 在 来 估计 数值 激 波 移动 到 了 和 jJ+1 之 闻 所 需 
要 的 时 间 . 


为 此 将 守恒 格式 写成 下 面 的 形式 
at 并 _ k — F” 
wet = E). 
这 里 ,数值 通 量 F S 相 容 .将 格式 对 所 有 网 格 点 和 对 K 个 时 间 步 求 和 ,得 
Dr -ut)=-# > (FY? - FM). (5.55) 


假设 数值 激 波 是 理想 化 激 波 ， 进一步 令 J aK 足够 大 ， 我 们 有 


OF = Aw) OE = lw) 
sl 2 


将 上 述 关系 式 代 人 {5.55) 便 得 
fiw) — Fw) = s (rw, — w). (5.56) 


这 里 = = 六 正好 是 数值 激 波 的 移动 速度 . 与 Rankine-Hugoniot 条 件 相 比较 发 现 =s. 因 


此 数值 激 波 的 移动 速度 丐 好 等 于 精确 激 波 的 移动 速度 . 

一 般 情况 下 , 因 耗 散 抹 六 效应 .数值 振荡 、 激 波 并 不 处 十 两 个 网 格 点 之 闻 等 原因 ,数值 
激 波 不 是 理想 的 ,此 时 可 以 引入 偏离 理想 化 激 波 的 分 辨 误差 .一 般 分 辨 误差 近似 等 于 网 格 
尺寸 ,因此 上 述 结论 改 为 : 数 秆 激 波 的 位 置 基 本 等 十 精确 激流 的 位 置 ,误差 - 般 接近 网 格 
[Aj EB 

述 分 析 没 有 考虑 多 个 激 波 相互 干扰 的 情况 ， 

因此 对 于 有 限 尺寸 的 网 格 ,在 允许 --- 个 网 格 趾 离 误 差 的 情况 下 ,由 守恒 格式 算得 的 数 
值 激流 的 位 置 (速度 ) 等 于 精确 激 波 的 位 置 {速度 ). 

为 了 同 答 第 二 个 问题 ,这 里 只 考虑 一 个 加 密 网 格 例子 , 考虑 几何 加 密 购 格 ; 对 十 j= 
~ 了， 一 2,... PONT A, Shor /对 于 了 =1,2,.,. RRR 满足 h,= hor ,这 里 
r 所 1 并 及 æl. FRETAR. 


ant uw = A (Rao E 4). (5.57) 
i 


BLE 2G (5.57) Pa AL BATE, ROR BOR SP AER A E R 


第 五 章 ” 计 算 方法 的 分 析 理 论 > 203 ， 


k hia a bii 
hA a ia Zep, Efa 2 + wa). (5.58) 
A BE ST E EA 


nt H 一 “7 一 t 1 hn H Ht 
papa RAR A) + seller 2w tay), (5.59) 


我 们 证 明 ASO CS 59) ATAT QU RU Sa , 则 收 敏 到 弱 解 .采用 证 明定 理 5.5 类 似 的 思路 ,发 现 
格式 45.59) 的 收 伍 解 w “满足 


{| uu!” $ drdt + | pes J$ drdi =- ene „DAC r, Dde + dho) lao: 


这 里 d (ho) ho 的 量 级 ,因而 d Cho) la, -9=0. 所 以 cer” ARTERA Ty 8 A 

因此 ,如 打 某 格式 的 收敛 解 为 偏 微分 方程 的 弱 解 ,该 格式 不 一 定 守恒 .这 便 回 答 了 上 
而 第 -个 问题 

那么 是 否 可 以 用 具有 这 种 特性 的 非 守恒 格式 呢 ? 数值 计算 表明 ,对 十 有 限 尺 寸 的 网 
格 , 格 式 (5.59) 算 出 的 激 波 与 精确 激流 相 比 有 很 大 误差 . 为 此 ,我 们 有 下 面 的 综合 结论 : 

守恒 格式 和 某 些 非 守 便 格式 的 收 伍 解 为 偏 微分 方程 的 弱 解 .对 于 有 限 尺寸 的 网 格 ( 数 
值 解 还 未 收 钱 ) ,用 守恒 格式 计算 的 激 波 位 置 接近 精确 激 波 的 位 置 ,但 收敛 解 等 于 纶 解 的 
非 守恒 格式 计算 的 激 波 可 能 严重 偏离 精确 激 波 的 位 置 

因此 不 能 简单 从 能 否 收 剑 到 弱 解 来 构造 计算 激 波 等 间断 的 格式 ,还 应 考虑 有 限 网 格 
尺寸 时 数值 激 波 的 宏观 效应 . 从 这 点 意义 上 讲 ,使 用 守重 形式 的 格式 非常 重要 . 最 近 文献 
中 研究 使 用 非 守恒 格式 计算 沿 波 的 可 能 性 ,这 些 文献 中 的 研究 结论 不 能 随意 拓宽 ,必须 并 
WOE. 


这 


5.5 定 8 解 
5.5.1 收 合 到 定常 解 的 速度 


考虑 运输 方程 
uw, + w,=0,0<2r<1,2>0. (5.60) 
用 下 而 的 - RP = RA EE D ETT Be: 

ayw tlt byw t+ ewt S aow 1+ bow" + cows, ISIS. (5.61) 

初始 条 件 为 
w= f ISS. (5.62) 

边界 条 件 为 
二 1] ,1 wf. (5.63) 


He a E h OR HRH A HE I AK, UE AE A. 
征文 两 个 时 间 步 之 间 解 的 差别 


多 一 MT (5.64) 
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定义 5,20 如 果 关 系 式 
lime; = 0,1; 

WE, MGE A (BL P E KEA E ae i. 
SBT AAS BE STEAL ER, TES IE h FRB 

Sle) 

N = fy 

当 在 时 刻 x = N RERE RS Y< R m R3 WY A ae TR zw = ar PED 
对 于 工程 问题 , 取 Ru=10-5. 对 于 机 理 研究 或 方法 研究 ,可 取 Ron = 10-8. 如 果 方 法 使 
FARM ARERR a ee. 如 果 N 感 小 ,由 收 笋 越 快 .用 计算 机 进行 计算 时 , 因 机 器 误差 
的 存在 ,使 得 碱 值 不 能 无 限 减 小 . 残 值 降 到 局 = RR,i;, 后 便 不 能 再 减 小 (可 能 在 AR, BREE HY 
动 ) .最 小 残 值 Ri 也 称 砚 器 零 .如果 采用 单 精度 计算 , R107 ;如 果 采 用 并 精度 计 
HR anl, 


HFA ENRAMA, TAR KAAR R 所 需要 的 选 代 次 数 Ne HO 


Ne 
Ay okt aE EE 
Ay SAR Te E (5.64) 1RAC5.61) 45.63), 8 
ayer | t+ bet l +ejeti] = age 1+ Boel + coer, ERS; (5.65) 
ef=O, e741 E7. (5.66) 
将 
= ghor EC, 
代入 (5.65),(5.66), 便 得 下 向 的 特征 值 问题 
2M, ®= Mð. (5.67) 
i 
$y | a; d; ; 
$, a, J, “ 
=|, |M, = : ,1 = 人 ,1. 
a, b G 
in a, b c, 


FA leos = ocr EE :zf ,zj+1| 由 下 面 的 关系 式 求 得 
detí 2M, 一 Mo) = 0. 
AUE AKIE p. =max(| zs 相关 联 (Parseval KRAL) 


第 五 章 ”计算 方法 的 分 析 理 论 ”205 + 


RI ot. T (5.68) 
ENE, 
1) 如 果 p <1, U H noo RET OLE, ERA AA, 
2) ME o, = b, MAI OE, 
3) ON p, > 1 WA, RER REAR BEHMARRK. 
出 关系 式 (5.68) 知 , 收 钱 到 RATA IKEA 
lnR 
Ing,” 
hime A — sin DAT. AS Be AER ee E RE EU 
中 , 解 并 不 等 于 对 应 最 大 特征 值 的 特征 矢量 .因此 其 他 特征 值 也 起 一 些 作 用 ， 
一 般 情 况 下 需要 采用 数值 方法 才能 求 上 述 特征 问题 ,而 且 特 征 值 一 般 为 复数 ,需要 用 
复数 程序 求 ， 
如 洒 格 式 的 系数 为 常 系数 , 则 可 以 用 解析 方法 求 特征 值 .将 ef = ze 代入 格式 
($.65), 得 下 而 特征 方程 
zlat hye teje )= agt bow t+ cox’. (5.69) 


TERE RR fk K E AT E ak 


Nes 


$= Koy t Ca. (5.70) 
这 里 x| Ae. 为 特征 方程 的 两 个 根 . 
将 (5.70) 代 入 边界 条 件 (5.66) 得 


1 1 
P(e)ee2)'=0,P=| | (5.71) 
HK, K2 


因此 ,detP(z)=0 便 决定 了 所 有 特征 值 Ed 

特征 值 问题 (53.67) 和 (5.71) 在 常 系数 情况 下 是 等 价 的. 它们 有 各 自 的 优 缺 点 : 

1} 系统 (5.67) 可 以 用 来 分 析 变 系数 问题 的 收敛 速 度 , 对 小 的 了 十 分 容易 求解 .但 只 

适合 定量 分 析 , 对 十 太 了 ,求解 很 费时 间 而 且 精 度 低 . 

2) 系统 (3.71) 特 别 适 人 台 尤 其 是 了 特别 大 时 的 定性 分 析 . 但 它 限于 常 系 数 问题 的 分 析 

而 月 解析 求法 : 般 很 困难 (qetP(z) 一 般 为 复杂 的 非 线性 函数 )， 

用 上 述 方法 可 以 研究 各 种 内 外 这 和 界 处 理 对 收敛 速度 的 影响 (Gustafsson, 1982, Wu, 
1996(b)). 

Ls rel Ap DR ART AB) na Ai A PE AT A DL OR E 
征 什 . | 

直面 的 定理 很 朋 用 (Gustafsson 1982): 


O Alo Ge" 并 做 设 避 可 以 对 角 化 : G=S4S FE = SA'S 1s0 从 而 有 
Pe fsel arg tele si is td tary Ee. 
因此 
。 1 
(5)" < st Ss OG) 
HE AEE SS 68). RG SOLA eS 局， yS LRR) AGNYA. e FREGE S A 
类 似 . 
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定理 5.7 如 果 内 点 格式 为 严格 耗 散 格式 ,左右 边界 之 间 的 网 格 点 数量 足够 多 (从 而 
相互 之 癌 的 干扰 囊 以 忽略 ) ,并且 左 古 边 界 的 处 理 各 自 GKS RE, a URS Wd EAE 
WC 


5.5.2 定常 解 的 唯一 性 


泪 常 问题 一 般 是 通 过 求 非 定常 问 题 获得 的 . 此 时 所 给 的 初始 条 件 往 往 带 有 - 定 的 任 
意 性 . 这 种 任意 性 不 能 给 收 和 伍 结 果 带 来 差别 。 这 就 紧 求 内 点 格式 加 边界 条 件 对 于 收敛 解 
是 唯一 的 ,Wu(1996a) 针 对 - 役 舍 有 内 外 边界 的 问题 构造 了 系统 的 定常 解 的 唯 -- 性 分 析 
方法 .下 面 简单 介绍 一 于 唯一 性 的 分 析 方法 . 

普 虑 前 面 分 析 收 伍 性 的 简单 模型 (5.60] 至 (5.63) .假设 所 考虑 的 是 常 系数 问题 , 用 前 
面 类 似 的 办 法 获得 PCz)( 见 式 (5.71)) .显然 ,只 有 取 > = 1, 前 面 的 特征 值 问题 才 对 应 定 
当 解 所 满足 的 方程 .因此 ,定常 解 唯一 的 充分 必要 条 件 为 ; 

detP(I)A0 {唯一 性 条 件 ). (5.72) 
原则 上 吕 以 用 条 件 (5.72) 来 检验 解 前 唯一 性 .但 对 于 某 些 特殊 情况 ,Wu 还 推导 了 . 些 简 
化 唯一 性 条 件 . 

定理 5.8 对 于 二 点 格式 ,如 果 内 点 格式 满足 von Neumann 稳定 性 条 件 , 并 且 左 右边 
界 的 处 理 各 日 GKS 稳定 , 则 混 侣 初 边 值 问题 的 定常 解 唯一 ， 

定理 5,9 对 于 多 点 耗 散 属 式 ,如 果 内 点 格式 满足 von Neumann 稳定 性 条 件 ,左右 边 
寞 的 处 理 各 自 GKS 稳定 ,并且 左右 边界 之 间 的 网 格 点 数量 足够 案 ( 从 而 相 妆 之 问 的 十 掩 
所 以 忽略 思 则 混合 初 边 值 问题 的 定常 解 唯 - -. 


5.6 分 区 计算 的 理论 分 析 


分 区 计算 的 关键 在 于 它 存在 内 边界 , - :方面 , 它 像 - 股 边 界 一 样 对 稳定 性 、 解 的 唯一 
性 与 收 伍 性 有 影响 . 另 一 方面 因 其 存在 于 区 域内 部 ,所 以 对 守恒 性 也 有 影响 . 这 里 综合 
Wu( 1996a, 1996b, 1999) ,Wu 人 Zouf2000) 等 文献 的 研究 结果 ,做 一 简单 介绍 ， 

考虑 下 面 的 数学 模型 : 


w,+ flw),=0, ZER, -ALR (HRS): (4.73) 
wr O)=uy(r), -A<2<B (初始 条 件 ); (5.74) 
wl-A,rf)=g(t), ER GHAR). (5.75) 


hw 是 守恒 变 景 ,f(tw) 是 通 量 函数 , 木 失 一 般 性 ,已 假定 了 C=df(w)/w>0, 为 
了 求解 上 上 述 初 边 值 问题 ,将 区 域 分 解 成 两 个 子 域 :D, =(- AO), D =(-2, 8). RE, 
-asb 如果-a=b, 则 为 对 接 网 格 ;着 - a<6, 则 为 覆盖 网 格 . 在 区 域 D, AID, 中 ,网 
烙 大 小 分 别 记 为 h, Mh, 在 左右 果 区 域 中 ,差分 格式 { 限 三 点 格式 ) 可 分 别 写 为 
(Au? = = 6.081 127 -inj l; 
1 1 (5.76) 
Auf = oie 7 glia) jel. 
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这 里 cv, =k/h,,o,= kh, k 为 时 间 步 长 ,f Lig NAG FI BPR A fe) A 
通 量 . 
子 城 内 边界 处 j=0 值 uh! oh! 由 炳 合 条 件 定义 .古谷 条 件 可 以 写成 下 面 的 一 
WIE xh 
aj lS ovp = Cw) (一 般 揪 值 ); (5.77) 
或 
f= Tere =I) CHRM). (5.78) 


5.6.1 分 析 方 法 


看 售 条 件 的 守恒 性 分 析 “对 十 守 忆 系统 (5.73), 定 义 1(z) = | w(x,t)dz , 则 有 
ULO LO R,T 为 守恒 量 , 对 于 数值 方法 ,同样 定义 S = 3 hw = Ink) + 


oun). 这 里 , Ak 分 别 为 时 间 和 空间 步 长 , 对 于 分 区 算法 ,S" 可 以 分 裂 成 属于 每 个 子 
区 和 和 替 盖 域 的 二 部分, 即 :S"= Ste a t Si t S acres: 
定理 5.10 (Berger,1987) 如 果 p>>0 HRAN a WA St =s , 则 分 区 算 子 
(5.76) 的 解 在 网 格 收敛 时 收 和 敛 到 系统 (5.73) 至 (5.75) 的 弹 解 . 
如 果 对 于 守恒 格式 ,有 Sl = St nO HARA SHH. 
不 难 证 明 , 对 十 覆盖 分 区 算法 ，- 般 笑 值 是 不 守恒 的 ,而 通 量 插值 是 守恒 的 . 
差分 格式 的 正规 模 态 分 析 (normal mode analysis) ”为 了 进行 理论 分 析 , 假 定 系统 
{5.73) 及 相应 的 数值 方法 都 是 线性 的 .将 差分 格式 及 初 边 值 条 件 对 时 间 和 空间 分 别 进 行 
傅 里 叶 变 换 和 拉 普 拉 斯 变换 后 , 解 ( 正 规模 态 ) 可 以 写成 
up 二 "i Uys Ky E Crop = ez "day 天 EC. 
RB, ce Cie, Me, 分 别 为 三 点 格式 (5.76) 特 征 方 程 的 根 .将 正规 模 套 解 代入 格式 
(5.76) ,左右 两 端 分 咕 除 以 z” siuo 或 on 后 得 如 下 特征 方程 
z-1= -gf(z,r, eT l),z-1= -agiz e) ~ 1). (5.79) 
对 每 个 <, 特征 方程 (5.76) 各 有 两 个 根 (多 点 格式 的 根 更 多 ), 即 x ,x 和 ,es .不 失 一 
ME, TS Hoey Elien, | ,| x。 |<<|x。,| .因而 通 解 的 - - 般 形 式 是 
uy = zi HL + "Kl, 2, We, uy t el, v2. (5.80) 
其 中 uuv 和 va 须 由 动 界 条 件 和 耦合 条 件 确定 . 
由 引 理 5.4 和 式 (5.79), 立即 得 到 下 面 的 引 理 
引 理 5.5 设 差 分 格式 {5,79) 潢 足 汉 :和 牛 晕 (von Neumann) 条 件 即 Cauchy 稳定 . 则 
特征 方程 的 根 具 有 如 下 性 质 : 
D WR z| > LWA je <1, Leta Ls Lee, |S, dy, >l; 
2) SURAT FH Kreis ERG WI |z| = 1,z 天 1 有 | <1, e >L le |<, 
le 1 > 6 
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3) WR =1, 则 有 Ky Tl, | OL ge 5i, ee, | >11: # EF FO, 50,8, 
Ky #0. 
稳定 性 ”分 区 算 了 的 稳定 是 由 格式 15,.76) 本 身 的 稳定 性 .左右 边界 处 理 的 稳定 忻 和 子 区 
交接 面 处 理 的 稳定 性 共同 决定 的 .假设 格式 本 身 和 外 边界 处 理 均 稳定 ,因此 有 内 考虑 交接 面 
的 稳定 性 向 题 ,这 时 可 假 讶 外 边界 不 存在 面 令 A, Bo. 
用 GKSCGustalsson, Kreiss, & Sundstrom, 1972) #32 PERC KOA FE Be 
HE AS 


uy = ug 2K), PSO, Ke, = Ky iU = ves 7 20,K, > Kye (5.81) 

HECS. SUR AREA RF TES MC ze, AK g v0) =0,MEC™. 
定理 5.11 (GKS,1972) 如 果 detM( ec) 4OV | cll Wee MAB EGKS) 
定理 5.12 (Wu,1996a) 如 果 detM (2) 40 V | | 1,231 fA detM (1) =0 并 且 


有 


iby l 1| 
yer: lug | < K, 


WU 38 Be i Rb ALE 5 Be kK, K, 为 正常 数 ， 
ARAM TE ROM Afi a at ATE Le = 1. RESA 5.5, eR A -MER 
E uy Suti u Y= o + v2 RECA SN BQ Cy, 
vm) =0,QER™*, 

引 理 5.6 (Wu,199%a) 分 区 算 子 的 定常 解 唯一 的 充 要 条 件 是 derg. 

定理 5.13 {Wu,1996a) 仿 设 外 边界 处 理 是 GKS 稳定 的 . 如 果 内 边界 处 理 也 是 
GKS 稳定 的 ,那么 分 区 算 子 的 定常 解 是 唯一 的 . 

WERE 这 里 讨论 收 和 到 定常 解 的 速度 ,将 基本 解 的 一般 形式 (5.80) 代 入 外 边界 条 
件 和 类 人 台 条 件 , 得 方程 Ple) uu vpu F0, PEC. 

定理 5.14 如 果 det P (2) SOV | 211, WS mn 一 co 时 ,分 区 算 子 的 解 能 收 敏 到 定常 
解 . 

定理 5.15 (Wu,1996b) 设 每 个 -上 区 的 网 格 点 足够 多 而 且 盖 分 格式 具有 Kreiss 耗 
散 , 如果 交 接 面 处 理 具有 GKS 稳定 性 , 则 当 * 一 oo 时 ,分 区 算 子 的 解 能 收敛 到 定常 解 . 


5.6.2 覆盖 分 区 两 类 处 理 的 稳定 性 分 析 


由 前 面 的 分 析 理 论 知道 ,稳定 性 决定 了 其 他 特性 如 解 的 唯一 性 和 收 伍 性 .因此 只 需要 
研究 稳定 性 问题 .而 覆盖 分 区 算法 的 稳定 性 具有 代表 性 ， 
BCG FE RARE AAS eT Ai AREG TGR 


5 ay fol 
k Yo ia} n-e 5 
Y So aun, w= DPS hurt. (5.83) 


i 5 一 -上 了 一 和 


RE af), ato) 为 插值 系数 ， 为 插值 宽度 .显然 ,插值 系数 必需 满足 如 下 的 相 容 性 条 


t -il 
-1| 


lug €K 


sz, (5.82) 


SiS 计算 方法 的 分 析 焉 论 > 200 + 


4 i fa I 
YSL Mae an 


可 = 一 [了 一 @o--Te=0 


如 果 令 of E pi 0 二 0 AMES KOE UIE FSO LAI. 
定理 5.16 考虑 三 点 两 慨 格 式 .并 且 和 假设 所 有 的 插值 系数 不 为 负 . 如 果 档 式 具有 有 
Kreiss FERS IBA LACS. 83) 7F ARES AIR ot KARP GKS 稳定 的 ， 
证 出 .对 15.83) , 求 得 
daeaMiz) =z Valens “SSA 


@-7-1i-0 a- Li 


首先 考虑 z= 二, 由 引 理 5. 5 A te, = =1, lea >L. 于 是 


Spo a=, Sale; Te FIL, 


6 一 Lf=0 g=-la-0 


因此 


det M(1) = 1- 5 Ss Ke £0. 


g= l: 


TEŽ E| zl 1,241. 由 插值 系数 为 正 得 


y ay 
E Malaga D De 


5 一 Tien a—-li=t 


EE $ See cee 


a= §7=0 g+-] rt 


由 引 理 5.5 AU te ISL, | Ky, | >1, 所 以 


y Sarie > 9 AP; “ati, -si |< > Sa 0S See" 


a=-l:=0 s=-|i- 
因此 必然 有 deM (240. 
于 是 对 所 右 的 | 2 | et ,有 detM(z) 天 0. 因 此 所 考虑 的 问题 是 GKS 稳定 的 . R 
FP 4 ad a AR 


fl ag’ -£+(-@al 4, 要 Teo +O Bf (5,84) 


1 
2 
的 稳定 性 . 

定理 5.17 ”考虑 三 点 两 层 格式 . 并 且 假 设 所 有 的 插值 系数 不 为 负 . 如 果 格 式 具 有 
Kreiss FE 8k ,那么 以 45.84) 作 为 耦合 条 件 的 分 区 处 理 是 弱 稳 定 的 . 

证 明 .对 (5.84), 求 得 
detM(2) = HEROIEN DIEA 一 zc Ca +1 一 a)r, [8 + (1 一 Bee II. 
由 引 理 5.5 知 x = 1A FO, K) = 0, A deiM(1)=0. TEL GKS 不 稳定 .下 
面 证 明 古 如 稳定 的 ， 

Feu Bt Br | x |e. 261, detM (2) 40. h51 5.5 知 ,对 于 Kreiss EBUS 
RA ee, | > 1, |e, |<. AE 


+ 210 ， UP RRA ERR 


2K, ~ = +- ae, JLE + {1 一 B)ku, | +Ü. 


Ff ALT EE C2, ky 天 DY le (2el,2e 41. Ree a | | 51,241, deM 
(2)0. 
Late Sg PE te Se PE AE. te OT HE RES. 84) PR SE a HE 
写成 
fy = an, i + - abe t+ rig = Bat PF fat ra 


2 


这 里 r 和 rs 用 以 模拟 机 器 误差 等 扰动 , 将 正规 模 态 解 代 人 上 式 得 


~ zf ea + (| ~ ae. le 
Miz) = . 
De -ng 


这 里 


于 是 
detM(2) = fl zs Hy )E zs Ko lz Ky — 2 S an: + (l= ae, IIB + = Be, 


现在 需要 证 明 a 和 5 满足 弱 稳 定 条 件 (5.82). WF el ele Al RG 


å, = [ze rit z wh (at (1 — ade ral, 


__£ 
det M 
t 三 一 jolene +g "Ku CB + {1— Bra rid. 


将 detAdtz) 的 表达 式 代 人 ERI a SK Fl, a SK gl. A AREG. 8 
得 
de, 1 一 上 EMERE 

| ay ISK HT? | Di I Ko 
于 是 条 件 45.82) 淇 足 , 因 此 证 明了 弱 稳 定性 ， 口 

于 是 ,针对 Kreiss 耗 散 格 式 , 正 系数 一 般 揪 值 罚 会 条 件 (包括 系数 总 是 为 正 的 重 构造 
插值 ) 保证 GKS 稳定 ,从 而 保证 收 伍 性 与 解 的 唯一 性 .但 能 保证 守恒 的 道 量 插值 只 弱 稳 
定 , 而 且 解 不 唯一 并 且 不 能 保证 线性 收 和 伍 . 

由 进一步 分 析 或 数值 经 验 可 以 得 出 下 而 的 结论 . 

1) 由 于 道 日 插值 GKS RAGE 、. 艇 不 瞧 一 而 且 线 性 木 收 敏 ,所 以 很 难 使 用 . 对 于 非 定 
常 问题 困难 不 是 特别 天. 对 于 定常 问题 ,使 用 的 初始 条 件 在 分 区 边界 必须 连续 .必须 使 用 
均匀 时 间 步 (不 能 使 用 当地 时 间 步 长 外 不 能 使 用 时 间 滞 后 处 理 ( 从 而 限制 了 隐 式 格式 的 使 
用 ). 对 于 定常 问题 ,比较 可 行 的 办 法 是 ,以 某 种 方式 交替 使 用 EAL. 

2) 对 于 一 般 揪 值 ,如 果 不 能 保证 插 什 系数 为 正 ,那么 可 以 通过 增加 覆 莱 长 度 来 增 吉 
稳定 性 和 收 敏 性 (只 对 耗 散 格式 如 此 ). 对 于 非 耗 散 格 式 , 可 以 证 明 稳定 性 与 覆盖 区 长 度 
《以 网 格 点 数 计 ) 的 齐 偶 性 有 美 ( 类 似 于 5.6.4 节 中 的 解 的 瞧 一 性 )， 
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5.6.3 ”趣味 理论 分 析 一 :覆盖 分 区 计算 守恒 问题 


收 盖 分 区 计算 在 计算 流体 力学 中 有 重要 作用 ,涉及 一 些 特 呈 理 论 癌 题 (稳定 OE 
一 ,守恒 ) .但 往往 对 守恒 性 问题 存在 一 些 误解 ,主要 有 两 个 方 而 : 

1) 认为 内 边民 处 加 权 插 值 或 随便 的 数值 通 量 插 值 是 守恒 的 ， 

2) 当 发 现 分 区 内 边界 外 解 与 单 区 计算 解 有 误差 时 , 合 认 为 是 守恒 问题 . 

其 实 只 有 某 种 特殊 的 通 量 插值 才 是 守恒 的 (一 维 情 况 相 对 简单 ) ,这 种 特殊 插值 不 能 
赁 想象 获得 ,必须 从 而 弱 解 的 定义 导出 (Herger,1987). 昨日 在 . 维 情 况 是 否 存 在 可 以 使 
用 的 这 种 特殊 表达 式 还 值得 怀疑 ,因此 不 能 凭 直观 理解 来 认为 某 种 处 理 是 否 守恒 . 

分 区 插值 是 允许 有 误差 的 ,如 同一 般 数值 方法 有 误差 一 样 . 采用 分 区 后 ,在 分 区 内 边 
界 的 插值 处 理 一 般 与 内 点 格式 不 一 样 ,所 以 --: 般 与 单 区 解 有 一 些 差 别 , 这 种 差别 : - 艇 属于 
当地 截断 误差 范围 (为 小 量 级 ) ,属于 数值 计算 条 以 接受 的 误差 ,不 能 随意 理解 为 守恒 问 
题 .只 有 出 现 激 波 (接触 间断 除外 ) 与 分 区 内 边界 重合 或 者 激 波 穿越 分 区 边界 时 , 才 有 所 请 
的 守恒 问 题 . 如 果真 有 守恒 问题 , 它 应 该 是 不 可 接受 的 误差 , 属 王 O[1] 的 量 级 ,主要 表现 
在 激 波 位 羞 还 还 偏离 正确 激 波 位 置 . 

分 析 表 明 ,一 般 搬 值 不 守恒 ,但 { 对 于 耗 散 格 式 ) 稳 定性 好 而 及 保证 妆 急 和解 唯一 .对 
于 商 维 问题 也 特别 简单 ; 而 守 值 儿 值 ( 通 量 猫 值 ) 稳 证 性差. 收敛 速度 差 , 解 不 唯一 ,在 高 维 
情况 特别 复杂 . 因此, 似乎 不 存在 简单 .稳定 a . 解 唯 -- 的 守恒 覆盖 分 区 算法 .这 与 实际 
计算 中 所 发 现 的 覆盖 分 区 算法 往往 能 给 出 合理 解 了 矛盾 ， 

守恒 问题 在 数学 上 要 求解 在 (网 格 ) 收 伍 时 受 伍 到 偏 微分 方程 的 弱 解 ,物理 上 要 求 在 
有 激 波 时 要 能 获得 正确 的 激 波 速 度 或 位 置 . 从 宏观 上 看 ,如果 运动 激 恋 能 顺利 穿 透 分 区 边 
界 , 则 能 获得 正确 解 ， 

激 波 穿越 材 盖 分 区 界面 时 ,可 能 性 出 现 三 种 情况 (图 5.1): 


—D, =D, —D, 
- -D, = “By Ti "Hy 
Shock IL Shock R pe Shock L Shock + R 
bo k ------- L.- 
es es — 一 一 一 
-a b _ b _ b 
— D, a —D, e =D. 


"D, ~~ Py "Dy 


1 een | 
Shoek k | Shock R= [estos L Shock !R 
wane L- ---- Lae 
-Dy -D y 


` 1 1 

Shock | L Shock Ry ¢ Le sos L Shock Ra! J+ stows L 
1 a 
一 加 = L 


— ee 一 一 一 一 一 ott 
-全 b -l h a b 


E51 激流 穿越 窗 盖 分 区 界面 的 三 种 可 能 情况 
EZRA P RA FE RE AO EE 
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1) 激 波 顺 科 穿越; 

2) 沂 波 被 临时 阻塞 但 最 后 穿越 (滞后 旺 离 以 网 构 点 数 计 .所 以 阿 格 加 审 守 伍 误 益 减 
小 ); 

3) 激 波 无 法 穿越 , 左 区 的 激流 卡 在 覆盖 区 的 右 端 ,厂区 的 激流 卡 在 覆盖 区 的 左 端 , 解 
最 终 趋 向 定 态 双 激 波 缚 构 ， 

上 只 考 虑 充分 条 件 . 于 是 可 以 采用 反 证 法 . Rise PSM SAYER RES 
构 . 定 态 并 激 波 结构 满足 如 下 系统 (不 穿 透 条 件 ) 


0=— alfa fA? fb = hN j, 


wh 


Q=- Pulgad — g,.4) Eui = ApVi. 


wo = Io), vo = Iu) hf = pg),8_ 1 = f). 


如 果 分 区 算法 使 上 述 条 件 无 法 满足 ,那么 激 波 能 穿越 .影响 激 波 穿越 的 条 件 有 三 类 ; 

(1) 物理 问题 即 注 波 速 度 ;(2) 数值 方法 名 内 点 覆 式 ;(3) 内 边界 处 理 即 插值 方式 .下 
面 介绍 wuk1999) 的 研究 结论 . 

首先 看 由 物理 问题 决定 的 充分 条 件 . 如 果 激 波 速度 满足 关系 式 


i 2 1 
Senin 一 2 45353 十 4 — finar’ (5.85) 


Wa As SF HR RETR, A A AA A E, ETR, SS, R BER 
别 严 重 的 内 点 格式 , 才 存 在 上 限 .在 充分 条 件 (5.85) 中 ,上 下 限 均 有 一 定 的 意义 ; 

下 竹 意 义 : 如 采 激 波 速 度 快 , 则 能 量 大 ,能 冲破 阻 方 ,如 同 蓝 鱼 破 网 前 进 ; 

EREA: ARMEER R, MEERA ,动能 转化 为 内 能 ,如 同 鱼 死 网 破 ， 

下 面 看 由 数值 方法 决定 的 充分 条 件 .格式 黏 性 系数 Q 按 下 面 关系 式 定义 


、 1 
Gad = aS; + Fa) + PARO = TANDE 


H FTE DA Di PEAT AA A RTE BO 
Q,.4 > Qi paar 

则 不 穿越 条 件 不 成 立 , 从 而 对 所 有 激 波 速度 和 所 有 插值 , 激 波 能 穿越 . 

事实 上 ,对 于 一 阶 迎风 格式 , 激 旋光 滑 无 振 葛 ,穿越 分 区 界面 如 周 光 滑 的 泥鳅 顺利 穿 
过 酒 网 ,对 于 - - 般 的 高 分 辩 窑 格式 ,激流 内 数值 处 理 都 退化 为 一 阶 迎 风格 式 . 

晤 后 状 虚 由 插值 方法 决定 的 充分 条 件 . 如 果 使 用 通 量 插值 则 不 穿越 条 件 不 成 立 , 从 而 
对 所 有 激 滤 速度 和 所 有 格式 , 激 波 能 穿越 ,事实 上 ,对 于 通 量 捕 值 . 激 波 基本 没有 过 到 阻 
碍 ,穿越 分 区 界面 如 同 小 鱼 顺 利 穿 过 网 孔 大 的 渔网 .注意 这 一 结论 是 对 于 有 限 尺 计 的 网 格 
建立 的 . 

因此 理论 意义 上 的 守恒 处 理 并 非 绝对 必要 , 即 某 些 关 型 的 非 守 便 算 法 可 以 获得 守恒 
解 .用 用 耗 散 型 满足 元 振 葛 条 件 ( 即 汕 波 附近 数值 黏 性 系数 不 小 平 - : 阶 迎 风格 式 的 ?的 内 
点 格式 如 一 般 插 值 , 便 保 证 稳定 a , 解 唯 一 ,并 且 能 获得 守恒 解 ， 
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5.6.4 趣味 理论 分 析 二 :覆盖 分 区 计算 稳定 性 、 
收 全 性 与 解 的 唯一 性 


5.6.4.1 稳定 性 


除 单 侧 迎 风格 式 外 , 通 量 持 值 引起 弱 不 稳定 ,这 是 因为 数值 通 量 可 以 展开 为 
P= pee t+ one], 


ar? 


所 以 给 定 Pf Mw 的 常 微分 方程 ,其 解 至 少 含有 一 自由 度 ( 类 似 于 图 5.2 中 的 支架 结 
Fo WE PE). 
一 一 


图 5.2 RAM Be, TUR a 


Af FA EL On RS hE ES eS EE. 这 可 以 从 图 5.3 
Hb A Be Sh TE — ite 9 Be i BS ERE SE LER RRA HUETE, EE 
ATR AREH Be it HEB ot 9 PEF AS DAY. 


ee 


图 5.3 两 段 物 体 用 胶 符 在 一 老 , BRET SRA KERE E 


对 干 隐 式 格式 La ate... SOR SRE, GREW), E ETF 
HS MRA RF. 
es b= Fo!) fugl =a) (ah = Te") 
u= ll), u= jia" 4) 
平 插 部 分 滞后 TEA E 
对 于 隐 式 格式 , 半 捅 是 不 可 实现 的 ( 即 各 区 不 能 独立 求解 ), 稳定 性 研究 表明 ,部 分 滞后 条 
件 碱 小 稳定 性 , 与 部 分 滞后 方法 相 比 ,完全 滞后 方法 具有 与 各 区 计算 格式 无 关 的 无 条 件 稳 
定性 ;完全 满 后 方法 可 以 简单 表达 为 在 插值 公式 中 各 时 间 层 的 值 均 向 前 推 -: 层 ; 因 各 时 间 
层 被 对 等 地 对 待 ,所 以 无 条 件 稳定 结果 可 以 直观 理解 ,这 如 同 在 特殊 情况 下 所 有 级 别 的 教 
师 工 资 辣 时 被 升 (或 降 ) 一 级 不 会 引起 社会 不 稳定 -- 样 (如 果 只 降 高 层次 的 十 资 则 会 引起 
社会 不 稳定 ). 


5.6.4.2 定常 问题 收敛 速度 与 覆盖 长 度 的 关系 


使 用 覆盖 分 区 算法 进行 计算 时 ,覆盖 长 度 可 以 作为 一 个 变量 . 对 于 隐 式 耗 散 格 式 { 耗 
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散 的 意义 是 ,在 没有 物 塌 条 性 的 情况 下 ,格式 对 十 任何 波长 的 解 也 具备 数值 意义 下 的 莫 
性 ,以 合 将 误差 尽快 耗 散 掉 ) 与 完全 灌 后 插值 ,发 现 与 椭 图 问题 类 榴 , 收 化 速度 (过 代 次 数 ) 
贞 履 盖 长 度 成 止 ( 太 ) 比 .但 因 在 站 盖 部 分 不 可 避免 地 进行 了 双重 计算 ,所 以 鹤 盖 长 度 的 增 
如 又 使 每 - 夺 代 此 计算 量 增加 ,而 总 的 计算 性 N 又 等 于 迭代 次 数 梯 以 每 次 夺 代 的 计算 时 
加 ,所 以 必 存 在 使 计算 基 莽 小 的 最 优 履 盖 长 虚 二 (以 网 格 点 数量 计算 ). 

对 于 单 侧 迎 风格 式 ( 超 音速 格式 ) , 波 是 单 向 传播 的 ,两 插值 端 无 衢 环 『 扰 ,所 以 N 与 
L 万 关 , 而 全 与 世 成 线性 正比 关系 ,所 以 最 佳 赣 盖 长 度 了 =2 

对 丁 双 和 侧 格 式 ( 业 音速 格式 ), 两 插值 端 有 循环 干扰 ,LL RD, TRR, Fr L 
能 减 小 NN, 而 十 与 上 成 线性 正比 关系 ,所 以 CPUS NT WEL >22 取 最 小 值 ; 

对 村 椭圆 型 格式 ( 带 数 值 莫 性 的 中 心 格式 ); 最 优 著 羡 长 度 接 近 CFL RWB 
动 速度 三 以 时 间 纱 长 再 除 以 网 格 间距 ). 这 是 因为 CFL 数 为 每 一 时 间 步 平面 波 移 动 的 网 
格 点 的 燥 量 ,如 果 工 和 CEFL, 那 么 在 每 一 时 间 步 波 能 从 蓝 盖 部 分 的 一 端 到 达 另 外 AT 
HA TIERE E E L >C ,覆盖 区 两 端 相互 于 扰 没 有 了 ,从 而 计算 量 是 覆盖 
丘 度 的 增 国 数 .因此 最 佳 覆 盖 长 度 必 然 接近 CFL. 

这 一 结果 被 成 功用 于 并 行 计算 (Wu&Zou,2000). 


5.6.4.3 定常 解 的 唯一 性 
可 以 使 用 几何 分 析 法 来 研究 定常 解 的 唯一 性 . 
首先 考 虚 非 耗 散 格 式 , 非 耗 散 格式 的 定常 解 u 满足 方程 


Hal u- = Ou, = el Y e. 


ETE te eC 5.4). 


图 $.4 非 耗 散 格式 定常 锦 齿 解 结构 


对 于 单 区 计算 ,和 如果 使 用 边界 条 件 wo =O, wy = wj, 则 有 刀 ==0, 即 解 是 唯 - -的 ;如 果 
使 用 边界 条 件 wo0=0,t0y41= wy G MWE ucell -cec, 即 解 是 不 唯一 的 ， 

Ry it PAS, eT BS uo = vr, vg = wi 和 外 边界 条 人 忻 4_j-_1=0,vit1= 
vy 如 果 上 ARR ARE ERRE —) (5.5) 如果 工 DAA, PE — (56), 


# -1=0 4 Y VAN Ne V =U 


图 5.5 LAs a Sc A cs PSL SE — E a R 
这 里 上 =44. 


STG is FEAR A ALE AA. -点 耗 获 格 式 的 定常 状态 可 以 写成 


2 
Hitl T H-a (ja ~ 2u; + ttj) = 0. 
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ua -0 人 wu 人 人 人、 Way = 


AlS.6 工 为 奇数 时 覆盖 网 格 上 的 唯 -定常 解 
这 里 工 =3. 


内 此 ,定常 解 的 BEERA 
H, = C + en. 
这 里 e 满足 特征 方程 
上 k+l > 天 一 | 
2" 2 


HTA at StS ,不 难 验证 ,线性 情况 下 的 数值 通 量 表达 式 为 


= 0. 


2 
fit = z + uja) + Sla, = tat) = cS, 
+4 = Fly, + ua) + Fly, -= uy) = ch), 
由 通 量 播 值 和 边界 条 件 得 


Ae) ae fe) 


因此 bP = fh = — pif) a9, Fi, 
1) 对 于 单 侧 格式 ,ae2 =1 >o => c= E: 
2) 对 于 双 侧 格式 ,x 有 限 ,ci eh eS) 任意 , 解 不 唯一 .将 定常 解 写 为 
uj; = SOUS 一 l), u = ch ,sw =- ee 
对 于 小 时 间 步 格式 e:<1 COUR) «<0, |e | 1 因此 解 为 发 散 型 锯齿 结构 ,上 下 
PEDE- (A 5. 四 ;对 于 大 时 间 步 格式 >l RREA) Ol e 1 因此 


WI a 


图 5.7 对 于 小 时 间 步 格式 ， 图 5.8 对 于 大 时 间 步 格式 ， 
解 为 发 散 型 锯齿 结构 解 为 发 散 型 单调 结构 


解 为 发 散 型 单 测 结 构 , 上 下 洲 不 唯一 (图 5.8)， 

以 上 是 线性 唯一 性 问题 .如 果 存 在 激 波 , 则 有 所 谓 的 非 线性 不 唯一 问题 . We 1996 a) 
首先 通过 理论 分 析 证 明了 对 于 单 侧 迎 风格 式 或 通 量 插值 , 则 定常 激 波 解 唯一 ,后 来 Wu 
(1999) 把 唯一 性 问题 看 成 是 激 波 穿越 分 区 界面 问题 从 另 一 角度 获得 了 同样 结论 .定常 问 
题 的 计算 是 从 伪 非 定常 问题 过 渡 而 来 的 .在 有 激 波 时 ,初始 激 波 根据 初始 条 件 的 不 同 可 能 
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在 黎 首 区 的 左边 ,覆盖 区 中 间或 覆盖 区 的 右边 形成 (图 5.9). 如 果 激 波 穿越 荣 件 不 满足 ， 
则 根据 初始 激流 形成 的 位 置 , 将 出 现 没 有 物理 意义 的 定 态 双 激 波 结构 , 即 定常 解 与 初始 条 


件 有 关 . 
—D, — 0, 
=p: =P ~~ By 
一 一， 
Shock | | Shock iR 
ese Ie ------。 tLe 
ee 
b - 
“_D, ap, Lp, ” 
~ pe ~- Dy “" Dy 


上 F 
Shock R! sock L Shock nef sts L Shock R } [Shock L 
Ev LL 


图 5.9 左 : 左 初始 激流 ;中 :内 初始 激 波 ; 右 : 右 初始 激 波 


显然 如 果 在 激 波 内 数值 黏 性 满足 Q， 
能 穿越 , 则 定常 激 波 解 唯一 ， 

如 果 精 确 的 定常 激 波 正好 处 于 驯 盖 部 分 的 边界 ( 左 端 或 右 端 ), 则 因 内 插 和 激 波 陡峭 
引起 周期 脉动 ,使 计算 一 般 不 收 敏 . 此 时 可 以 用 外 插 和 其 内 插 , 强 制 收 敏 . 外 揪 相 当 于 把 分 
区 边界 与 激 波 给 强制 分 离 了 ,这 如 同 两 个 人 关系 不 好 ,最 好 将 它们 分 开 “. 样 ， 
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本 章 为 理论 基础 和 实际 应 用 架 桥 ,主要 介绍 网 格 系统 基本 概念 一 维 计算 方法 向 高 维 
推广 的 基本 原理 .边界 条 人 忻 的 有 效 处 理 、 分 区 并 行 概念 、 一 些 实用 原则 等 ， 


6.1 网 格 系统 


本 节 对 网 赂 的 构造 并 不 介绍 ,主要 以 二 维 情况 来 介绍 网 格 的 一 些 基 本 概念 ,同时 简要 
介绍 二 维 圆 格 的 一 些 概念 . 


6.1.1 物理 坐标 系 中 的 网 格 


我 们 可 以 简单 把 二 维 网 格 想象 成 棋盘 上 的 格子 ， 

(1 如果 每 个 网 格 单元 为 四 过 形 ( 如 象棋 慌 
Behe) , 则 称 为 结构 网 格 . 以 图 6.1 为 例 , 由 节点 
ABC .D 构 成 的 网 格 单元 ABC D 为 任意 四 边 
形 . 在 有 限 差 分 方法 中 ,数值 解 定义 在 网 格 节点 
如 AB.C.D.E 上 .为 了 方便 ,我 们 称 数 值 解 定 
义 在 网 格 线 节点 上 的 网 格 为 有 限 差 分 网 格 .在 
稍 后 讲 到 的 有 限 体 积 法 中 ,数值 解 可 以 定义 在 
网 格 单元 的 中 心 ,此 时 交 格 称 为 有 限 体积 网 格 . 
但 这 种 区 别 是 人 为 的 ,只 是 为 了 本 书 前 后 叙说 
方便 .之 所 以 称 为 结构 网 格 , 是 因为 各 网 格 点 之 


网 格 线 ( 每 束 网 格 线 互 不 相交 ) 的 相交 点 组 成 ， 
各 网 烙 点 的 逻辑 位 置 可 以 由 双重 指标 (i ,j) 标 
识 , 一 束 网 格 线 由 i = const 定义 , 另 一 东 网 格 线 由 j= const 定义 ,并 且 ( 一 1,j),(i+1， 
,27 十 1,(i,7 一 1 分 别 标定 了 点 (i,j) 的 左右 上 下 相 邻 网 格 点 的 位 置 . 

(2) 如 来 每 个 网 格 单 元 为 三 角形 (如 跳 跳棋 棋盘 烙 ), 则 称 为 非 结 构 网 格 , 议 图 6.2 为 
例 ,每 -个 网 格 单元 都 为 三 角形 ,数值 解 - 般 定义 在 三 角形 公共 节点 上 ,如 网 格 单元 (1)、 
(2).(3)、{4) 和 (5) 的 公共 节点 7 了 .之 所 以 称 为 韭 结构 网 格 ,是 因为 各 两 格 点 之 间 的 排列 属 
于 无 序 排列 .各 网 格 节 点 用 单 指标 ; 标识 ,另外 还 需 指 针 指 标 标 明 点 与 点 之 间 的 连接 . 


图 6.] 二 维 结构 网 格 


间 的 排列 属于 有 序 排列 ,在 一 维 情况 下 由 两 东 . 
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(3) 除 结构 网 格 和 非 结 构 阅 格外 ,还 存在 所 谓 的 混 
合 阅 格 和 和 卡尔 网 格 .最 常见 的 混合 网 格 为 混合 结 榴 非 
结构 网 格 ( 混 合 三 角形 -器 边 形 , 滥 合 四 面体 -六 面体 ), 即 
部 分 区 域 肝 用 结构 网 格 ,部 分 区 域 采 用 非 结 构 网 格 . 第 
卡尔 网 格 分 为 各 向 同性 网 格 (每 个 网 格 单元 为 一 正方 形 
或 正六 面体 ,根据 自 适 应 旱 求 把 部 分 岗 格 单元 进一步 划 
分 成 小 网 格 单元 ,如 把 一 个 正方 形 等 分 成 四 个 正方 形 ， 
并 根据 需要 可 以 进一步 分 割 ) 和 各 向 异性 网 格 .图 6.3， 
6.4 给 出 了 这 样 几 个 网 格 ( 见 Wu,1998). 
(4) 之 所 以 称 为 网 格 , 是 因为 相 邹 各 两 格 点 之 间 的 
联系 被 规定 好 了 ,点 与 点 之 间 用 线段 连 起 来 了 . 如 果 数 
值 解 定 义 在 空间 的 一 些 随 机 点 上 ,点 与 点 之 间 的 联系 不 


图 6.2 二 维 非 结 构 网 格 
需 知 道 , 相 应 的 方法 称 为 无 网 格 方法 .现在 无 网 格 方法 的 研究 还 在 试 探 之 中 . 


图 6.3 Sh hte exe 6.4 各 向 异性 笛 卡 尔 网 格 


在 三 维 情况 下 ,结构 网 格 的 每 :… 个 单元 为 生意 六 面体 ,网 格 节点 由 三 东 网 格 面 的 交点 
组 成 (每 … 束 网 格 面 互 不 相 奖 ) ,位 置 用 三 重 指 标 (i ,j ,于 ) 标 示 . 对 每 一 个 固定 的 站, 由 了 ,大 
变化 的 所 有 网 格 点 组 成 的 曲面 称 为 i 方向 的 网 格 面 .任意 i 方向 的 网 格 面 投影 到 ~ 平面 
上 就 相当 于 一 个 二 维 结构 网 格 , 由 j;, 固定 但 i 变化 的 所 有 所 格 点 组 成 一 条 ; 方向 的 网 
ER. RED AE j,k 方 同 的 网 格 面 和 网 格 线 ,对 于 每 个 网 格 点 (i,j,), 左 右上 下 前 
后 相信 的 网 格 点 分 别 为 (7 S jk td, jk), (j1, k), (Ej +l, k), (i,j,k 
H) Gajek +1). REER ijk 按 增加 方向 满足 右手 法 则 ,否则 可 能 引起 湿 乱 (如 体积 
为 负 等 ). 在 三 维 情况 下 , 非 结 构 网 格 的 网 格 单 元 可 以 是 任意 多 面体 {一 般 面 越 少 越 好 ,所 
以 采用 四 面体 ). 

本 书 只 就 结构 网 格 介绍 数值 方法 .在 计算 区 域 大 小 一 定 的 情况 下 ,网 格 越 密 , 则 网 格 
点 数目 越 大 .网 格 点 的 数目 一 方面 由 计算 机 条 件 决定 , 另 一 方面 ,在 网 格 点 分 布 方式 一 定 
的 情况 下 ,网 格 点 越 密 , 则 计算 误差 越 小 .因此 ,网 格 的 构造 既 要 考 上 处 计算 机 条 件 ,又 要 考 
虑 精度 要 求 .根据 误差 分 析 理 论 ,误差 的 移 对 值 除 与 网 格 尺寸 成 正比 外 ,还 与 流动 参数 的 
梯度 成 正比 ,如果 要 求 误差 的 绝对 值 上 几乎 外 处 相等 ,那么 可 以 采用 自 适 应 网 格 , 即 梯 度 大 
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的 地 方 网 格 密 、 梯 度 小 的 地 方 网 格 稀 .另外 ,在 国体 壁面 附近 ,网 格 也 必 绑 足够 密 , 以 较 寻 
地 反映 固体 壁面 的 变 册 ， 

网 档 的 构造 在 计算 中 要 人 世 贵 很 大 精力 .构造 网 格 并 不 是 计算 流体 力学 所 特有 的 -任何 
偏 微分 方程 问题 的 数 人 求解 都 需要 网 格 , 很 难 把 网 格 构造 纳 人 力学 范畴 . 它 可 能 更 属于 数 
学 中 的 儿 何 .实际 .上 网 格 构造 在 计算 流体 力学 软件 中 被 称 为 前 处 理 ,不 管 前 处 理 软件 来 源 
如 何 , 计 算 流体 力学 本 作者 应 该 尽量 使 用 已 经 成 熟 的 网 格 构造 软件 或 使 用 他 人 已 经 构造 
好 的 网 格 ， 


6.1.2 分 区 结构 网 格 


计算 区 域 往往 很 复杂 ,可 能 包含 一 个 物体 (如 单个 机 翼 ) 和 多 个 物体 (如 多 段 机 回 ). 图 
6.5 形象 地 给 出 了 这 种 可 能 的 计算 域 .此 时 很 难 对 计算 区 域 构 造 单一 的 结构 网 格 , 而 需要 
采用 分 区 算法 .分 区 算法 的 基本 思想 是 这 样 的 ,首先 将 总 体 区 域 分 成 若干 个 子 区 域 ,再 对 
每 个 子 区 域 分 别 建立 网 格 ,并 在 每 个 网 格 上 对 方程 分 别 求 解 .各 子 区 的 解 在 内 边界 处 的 耦 
合 则 通过 耦合 条 件 即 插值 来 实现 . 


F 


图 6,5 计算 域 
左 ; 简 单 计算 域 ; 右 :多 连通 计算 咸 ， 
疼 中 五 为 外 边界 ,数字 代表 物体 ， 


无 论 是 何 种 计算 域 ,分 区 时 将 其 分 成 若干 个 形状 尽量 规则 的 子 域 ( 子 区 ) ,以 方便 在 每 
个 子 区 中 独立 建立 网 格 , 若 相 邻 网 子 区 的 分 界线 (内 边 四) 重合 , 则 分 区 网 格 称 对 接 网 格 . 
车 相 邻 两 子 区 含有 相互 覆盖 部 分 , 则 此 分 区 网 格 称 覆盖 网 格 .覆盖 分 区 又 分 部 分 覆盖 和 完 
全 覆盖 两 种 .图 6.6 以 两 区 为 例 纵 由 了 各 种 分 区 情况 . 与 对 接 分 区 相 比 ,覆盖 分 区 因 其 内 
边界 的 位 置 享 有 较 高 自由 度 , 所 以 构造 网 格 较 灵活 ,需要 的 子 区 数目 较 少 ,各 子 区 的 网 格 
可 以 较 规则 .已 经 存在 较 成 熟 的 商业 软件 ,将 区 域 自动 分 解 ， 

对 接 网 格 分 错 点 对 接 和 正点 对 接 网 类 , 见 图 6.7. 在 错 点 对 接 中 , 相 邻 子 区 各 有 一 条 
网 档 线 (网 格 单元 边界 ) 与 对 接线 重合 , 对答 侧 子 区 ,对 接线 另 一 侧 还 附加 大 网 格 单元 (如 
图 中 的 单元 abcd) 用 以 定义 耦合 条 件 ( 内 边界 条 件 ). 在 正点 对 接 中 , 相 邻 子 区 各 有 一 条 网 
格 中 点 线 ( 即 数值 解 定义 的 点 ) 与 对 接线 重合 ， 

图 6.8 给 出 了 一 组 部 分 覆盖 网 格 .覆盖 区 两 侧 网 格 任意 交 铺 . 与 对 接 网 格 不 同 ,覆盖 
网 格 在 内 边界 处 有 两 条 独立 的 内 边界 线 { 如 图 中 的 11 和 22’). 两 条 内 边界 线 界定 了 覆盖 
范围 .在 两 条 边界 线 上 的 网 格 单元 (如 单元 abed 和 efgh) 都 需 通 过 从 另 一 侧 网 格 捅 值 来 定 
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1) 2) 3 4) 
F F 
c ct | @ A 
8 
F 
图 6.6 KRAE 


1) 计 算 域 ;2) 对 接 分 区 ;3) 部 分 覆盖 分 区 ;4) 兴 全 覆盖 分 区 . 
HP FF" 汐 内 边界 , 口 表示 覆盖 前 分 


图 5.7 对 接 网 格 
1) 错 点 对 接 ;2) 正 点 对 接 ;FF 为 对 接线 


ARERI. 


图 6.9 给 出 了 一 组 完全 更 盖 网 格 , 围绕 物体 2 的 网 格 ( 网 格 2) 完 全 被 包 合 在 围绕 物 
体 1 的 两 格 (网 格 1) 之 中 ,好 于 网 格 2 周 线 王 上 的 网 格 点 的 耦合 条 件 从 网 格 1 插值 定义 ， 


图 6.8 BBS} ae hd 图 6.9 完全 绪 盖 网 格 
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为 了 能 使 网 格 2 中 的 解 正 确 地 反馈 到 网 格 T 中 ,将 网 属 1 中 沙 在 物体 2 以 外 的 网 格 点 找 
出 ,这些 点 的 内 边界 (接近 物体 2 表面 形状 的 封闭 曲线 ?上 的 值 从 网 格 2 插值 获得 ,从 而 使 
该 内 边界 以 内 的 区 域 ( 称 ' 洞 ') 的 计算 结果 对 “ 洞 ' 外 不 产生 影响 ,这 就 是 所 谓 的 榨 洞 技术 ， 
即 把 网 格 1 中 落 在 物体 2 以 内 的 网 格 点 给 控 掉 ， 洞 “的 边界 上 的 值 从 网 格 2 上 插值 歼 
得 .实际 计算 中 ,在 被 “ 控 掉 的 期 格 上 可 继续 求解 差分 格式 ,这 样 便于 保持 结构 网 格 的 忧 
点 . 被" 挖 掉 ”的 网 格 上 的 数值 解 一 般 不 具备 物理 意义 , 因 在 洞 的 过 界 上 重新 定义 了 硬 合 条 
件 , 这 些 非 物理 解 不 会 传播 到 涧 外 的 区 域 ,采用 覆盖 分 区 算法 的 最 大 优点 是 ,如 果 计 算 的 
是 绕 多 体 问题 的 流动 (如 绕 多 个 圆柱 的 流动 ), 则 在 每 个 物体 上 固定 - -个 网 格 ,各 网 格 在 涉 
癌 时 刻 的 坐标 不 需要 重新 构造 ,只 需 在 初始 网 格 的 基础 上 加 上 平移 和 转动 即 可 ， 

假设 初始 网 格 某 网 格 点 的 坐标 为 xo, 经 过 平 动 + 和 转动 r ,新 时 刻 的 坐标 变 为 *. 先 
考虑 转动 .假定 转动 轴 通 过 点 xs 并 月 转动 轴 的 方向 为 #. 设 xo 从 面 x 在 转动 轴 上 的 投影 
Ax, WA 


x, = xpt [(xo- xp) ala, (6.1) 
为 了 方便 , 记 
d=| xn— 4, |. 
设 在 新 时 刻 网 格 纯 转动 轴 转 动 的 角度 为 w ,根据 转动 的 定义 有 (假设 o Sa 同 向 )， 
(x — 4.) + (xo ~ x) = dicos(w), 
(x —x,) X (xg — x.) =— d’sin(w)n. 
利用 三 重 矢量 积 关系 式 
ax(bxc)=(a-c)6—-(a- de, 
HES a=xg-—x,=c,b=x-4,,19 
d?(x — x,) — d*cos(w) (x9 x) =- a?sin(w) (x9 — x,) xa. 
从 而 有 
x — x, = costw)(xo — x,) ~ sin(w){xo— x, ) Kn. 
如 果 再 把 平 动 加 -上 去 ,新 时 刻 的 坐标 为 
x =t+x, + cos(w)(x9 - x) — sin(w)(xo — x.) Xn. (6.2) 
给 定 x, An, TEAL AOR P 点 即 x PS a R E EE oh BH TE PB E A w, 则 坐标 
由 (6.1) (6.2) 训 以 算出 ， 


6.2 高 维 问题 计算 方法 


对 于 高 维 问题 ,由 于 计算 区 域 一 般 不 属于 长 方形 或 长 方 体 , 所 以 网 格 线 一 般 是 曲线 . 
这 里 只 考虑 曲线 结 枸 网 格 上 的 有 限 体 积 法 和 有 限 差分 方法 ， 


6.2.1 有 限 差分 定义 


FESE AA AAP RRAC, AEN x HAO y= 
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jhr jaj ,在 三 两 个 方向 上 的 空间 步 长 让 和 i 下 可 以 不 一样 ,它们 之 间 
的 比 称 为 展 弦 比 . 

高 维 问题 涉及 每 一 :方向 的 偏 导 数 ,每 一 方向 的 偏 导数 均 可 用 -- 维 问题 类 似 的 方法 求 
EO FBIM, SE PD, OL 的 中 心 差分 为 


ôP = + 
CA itla 了 ! 

é T fagt 了 
as 
Gua ~ 2 ag A Pla fij l 


E E Barn AA a SS TK RA 
高 阶 导数 也 可 以 用 一 维 癌 题 类 似 办 法 获得 .但 混合 导数 bay P A Pam Fe R. 
& $6 的 差分 算 子 为 工 ; ,#5 BADAT L f 的 差分 算 子 为 上 ;例如 
L, = 6,,L, = 7,L, = 8+,L, = Infl + t); 
L, = 6,,L, = ô; L, = 8}, L, = Intlt+d); 
L, = 6.,L, = 62,L, = 8}, L, = In(1 + $). 
这 里 3 -和 8 分别 代表 向 后 和 向 前 差分 ， 
于 是 混合 导数 (起 ,ii 的 善 分 算 子 可 以 用 下 面 方式 获得 ， 


1 
(Pay Janik 一 Ge 让， 


《更 一 一 


l 
RDR 


(Aayi = jo LO 十 (1 一 8) Ler’ |¢ pko 


x 
这 里 LML AURA PI A Pee) jg PA AS DA OR 
得 . 

下 面 是 两 个 差分 算 子 的 例子 


1 
C elijk = h (ap Ly) ôi risk 


L 
= jG pi (Piti jtLk ~ Paljk ~ Pi ptt ye + CAS I 


ERN = ep Oy 本 本 3 


A’ 


1 
T pp) (4) (f -1.;-1,% — Piip k = jk 十 er 


6.2.2 有 限 差 分 法 


在 曲线 网 格 上 直接 构造 差分 很 不 方便 . 为 了 直接 使 用 有 限 差 分 ,引入 坐标 变换 ,将 物 
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理 空 间 转 换 成 计算 空间 ,使 得 物理 空间 中 的 曲线 网 格 转换 成 计算 空间 中 的 直线 网 格 . 将 网 
格 点 (i sj AERD FEZ ALEM BERIA wg = Ct, Year Za). 
考虑 工 固定 而 ;大 变化 揭 所 有 网 格 点 组 成 的 曲面 ,将 该 曲 而 方程 记 为 
Eft, eyz) = 188. (6.3) 
we OE 为 常数 . 
类 似 地 ,考虑 7 EEN i, 变化 的 所 有 网 巾 点 组 成 的 曲面 ,将 该 曲面 方程 记 为 
gli. yee) = jô. (6.4) 
这 里 ,67 为 常数 . 
Boe ,考虑 上 回 定 而 i,j 变化 的 所 有 网 格 点 组 成 的 浊 面 ,将 该 曲 而 方程 记 为 
Eltz, yz) = kêt. (6.5) 
这 里 ,BE 为 常数 ， 
以 ($,7,6) 作 为 新 的 坐标 系 即 计算 坐标 系 ,那么 根据 定义 (6,3) 至 (6.5) ,物理 坐标 系 
中 的 曲线 网 格 在 计算 坐标 系 中 便 成 了 直线 网 格 .特别 地 ,如 果 令 E= Oy = Oe = 1, ABATE 
算 坐 标 系 中 的 每 … 个 网 格 单元 都 是 体积 为 上 的 正六 而 体 . 
AN ' 般 性 ,以 后 总 是 取 就 = dy = OC = 1. 
先 将 物理 坐标 系 (t yy, 2c) PR N-S FRESH 


W, + FP + GP + HO = FO + GW) + HO) + 8, (6.6) 
首先 求 N-S 方程 在 计算 坐标 系 下 的 形式 .由 第 -和 第 三 章 知道 ,经 坐标 变换 
T= f, 


E= ECE ry Z), 
y= plt eyz), 
C= bt,x,y,z). 


N-S 方程 的 守恒 形式 变 为 
W.+ FP +GP + AP = P + GO + AY + Js. (6.7) 
ix 
W = JW, 


FE = (EW + EFE + EGP + g HE), 

GE = Wt FE + peP + oH), 

H® = JEW 4 gF + 6G + tH'E)), 

POO = (EPO + GO + EH), 

Gi = Fp, FEO? 十 na? + nH), 

HO = FO + GO + EHO), 
了 是 ( 令 I ARIER) 


Ni = Sap = IGE + BA + BB+ EC), 


G . 
Ni = Fp = Syd + +O), 
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Ny = H = sgn GA + EB + EC). 
BOO GO) HOMA dia eb ay ae sR 
uy, = ue, + ughe + tro es 
iy = uy + Hy t ry» 
H 一 us, + uals + urbe, 


Vr = ug, + Une + ug, + 


显然 ,为 了 求人 46.7) GIE $, y AC ay 和 zz RFR. BLAD ARG 
E, = J (ye Y) 
by = Io '(egry — zer,), 
E = Erpe reyy), 
nr =J ‘Cyere yap), 
m = J Cege — zerr), 
ne = T (pye rer), 
br = J H yey ~ ye)» 
by = J (zery — sre), 
E = T rog rye) 
& =- ÊT, — &y, — zo 
He T Yeti he heti 
和 


这 里 ,J 为 坐标 变换 的 雅 可 比 


J= dee Sees |= tel yyte T Mey) + Ta ye T vere) + Tel very ~ ye) 


A.A DOR Ey AC May 和 z 的 偏 导 数 , 必 须 先 求 r,y 和 z ME, 和 的 偏 导 
数 , 即 二 和 显然 只 需要 计算 网 格 点 上 的 这 些 偏 导 数 ， 由 于 任意 
网 格 点 (i ,j AM PB x;,, ,已 经 知道 ,所 以 计算 十 分 简单 .例如 ,四 二 阶 中 心 差分 得 


Cre); j,k = sag (Bieta 一 1 
Cyeese = AERE 一 Vimy ads 
Cze); = TANN 一 Z.-1,3.4) 9 
ESPN = gag Tr = T, i-l) 
(Ypi jk = ZC 一 ,LED 


l 
ESINE = Jain Saitek 一 Zijl) 
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(Credit 一 age peetl Lr jh), 
(yi = O pete = Viet) 


(ze); sce = ape (Eat 一 Z, 1， 
也 可 以 用 更 高 阶 精度 的 差分 计算 . 
有 了 坐标 变换 函数 ,方程 (6.7) 中 的 各 项 就 确定 了 .针对 答 一 个 方向 的 偏 微分 ,用 与 一 
维 问 题 类 似 的 方法 进行 差分 和 逼 近 ,就 得 到 了 所 需要 的 格式 .首先 将 方程 (6.7) 写 为 


W, +t Fet Gyt Hp = 5. (6.8) 
这 里 
F = FOR) EW, 
G= G'E - GY, 
H = HP- H, 
S = JS. 
于 是 半 高 散 形式 的 格式 为 
iW, a + Dy Paces = Soe (6.9) 
sides 
这 里 


Ta Pa vat 下 了 关 下 了 关 
2 Pie 一 Fed, atk -FÅ jek + Gred, = frit + Fi yest = Hoi, $- 


ERP, PRI WG die aii 和 大 方向 的 数值 通 量 ,写成 统一 形 
A 


F 
G; itt, t= Bid ks 
Hij = OF) ned 
这 里 { 令 F= PFE -F G= GE -GO H=HE 一 hm) 
PE = 了 (Wet + Fy. ki + Goyal? + Hegna, (6.10) 


gitt -= E, piit, eM a, piik = ft. 

AAT AA i A ERLAR BODE) Py EARRA. HE BB EE 
简单 ,可 以 直接 使 用 中 心 差 分 计算 所 需要 的 偏 微分 (主要 有 速度 的 偏 导数 和 温度 的 偏 导 
数 ) ,然后 代入 秋 性 通 量 表达 式 以 获得 数值 通 量 中 的 黏 性 部 分 . 

有 限 差 分 法 要 求 坐 标 变换 是 数 的 计算 具有 一 定 精度 , 要求 rp Tp Tr Ye Yp Yeo Bes 
z, 和 zr 的 计算 与 格 趟 具有 同样 的 精度 .这 就 要 求 物理 坐标 系 下 的 网 格 上 共有 一 定 的 均 勾 
度 . 

如 果 几 和 何 区 域 不 规则 ,很 难保 证 网 格 具 有 一 定 的 均 名 度 , 某 些 儿 何 体 含有 奇 点 ,在 奇 
点 附近 网 格 太 小 可 能 发 生 较 大 的 变化 .此 时 坐标 变换 函数 可 能 取 无 娠 大 秆 .在 这 种 情况 
下 ,有 限 差 分 方法 很 难 获得 所 应 有 的 精度 ,最 好 采用 下 面 的 有 限 体积 法 . 
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6.2.3 有 限 体 积 法 


有 限 体 积 法 可 以 看 成 积分 形式 的 有 限 差 分 法 . 有限 差分 法 直接 对 便 微分 方程 进行 离 
Ax, WB BRIA PR PET BLP BATT Be 
首先 将 微分 形式 的 方程 写成 
W, + 开 4+ G,+ H, = S. (6.11) 


ix 
Boo FUE FOG = gE GW) I = HE — H), 
id 中 = Fe, + Ge, + He,, FÆTRE IDTAR A 
W.tvwe@—S., 
考虑 任意 有 限 体 积 NNG) HAA (4) 的 速度 为 Vs, 边界 外 法 线 方向 为 8. 则 积分 形 
式 的 方程 为 


d _ E . 
fa Waa t 中 nds = | San. (6.12) 
这 里 PD" =¢- WYs, 
FARRA PAT M AEE R IERE N E A bd FE) GH dt 


单元 作为 有 限 体 积 , 对 积分 方程 46.12) 进 行 直 
楼 离散 . ERETTA, J A) EHEER ojia lihi 
xX SRMAP PAG, J k), C, j +1,k), 
(i +l, k +4), (i,j,k +1}, (i+1,j,k), (i+ 


(i+ +1,4 +1),8 
(Ghd ke 


Ljt iA), G+ 141k +1) itl, jkt L) dD (CD 
(为 了 方便 按 顺 序 标 为 a,b,e,d,e,f,g,h) 构 成 的 图 6.10 网 格 单元 
网 格 单元 0; j.s( 图 6.10), 网 格 单 元 的 中 心 记 为 

CT 


PaaS BH cK ANS ii abed), Cefgh), (adhe), (bagf), Cabfe) , (dcgh) 的 而 积分 别 为 


,1 = 


i- Fajok ( jj+l 7 Xk) x CX, jti, kt] 一 《abcd) ， 


1 x 
2 
Bl = E )x( - ) (efgh) 
itai ~ 9 itll, ~ ‘itl eal Miitjrlaetl 一 生计 eign), 
1 x 
2 
1 
2 


Zi. Aus = ( itlak © Xi) x Xiti, 一 Xi,;,e+1) (adhe), 
E+ k= ae Teen eee 一 Xigok) x Xiri, prik = 和 (beef), 
E ,1= Lx, — x, 4) X (tears x 1) Cabfe) 
Pp kos 2 tly tlk 了 下 Miike it+lyy.& ADLE, s 
l 
Zi y 44h = ue eae ras 一 1 x CH. ated 一 Xili) (degh). 


在 上 而 的 关系 式 中 ,面积 是 矢量 .为 了 方便 , 记 
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1 

Qiks = oy OD + Rare 
1 

PER = F hn + N, yrl)» 


1 
LERTE = PALLER. + Dyki)» 


E. 
moam { 

Qo.) 
Šio =l Bey |. 


这 里 ,矢量 SESE WARE, CST Bie wel nl nD. 

由 于 在 一 般 情况 下 网 格 单元 属于 任意 六 面体 ,各 面 上 的 四 个 角 点 可 能 不 一 定 在 一 个 
平面 肉 .六 面体 的 体积 可 以 按 下 面 公式 计算 ， 

首先 由 高 斯 公式 得 


f x- naz = f oean = f aa = a. 


因此 
QQ: j,k Zaid yk xi ne — Bt Jek xl, 
+ Bb dk Bi 
ty 
这 里 ,x''' 为 所 处 面 的 中 心 坐 标 , 按 下 面 方 式 计算 


1 
witha = q Ok 十 Xil gtl T Xiti, jel, k+l 十 XHko 
{ey 1 = le 
it tl 十 Xitlar, + Xiti, j+l, k+l + Xiptl,k+l)o 


1 
Xf, k+l 4 Bet F Risa et1 E 4a gtl, k+l + HT， 
2 4 


ABR A BAe A PPR ALAARE. TE A E E A EB h 
D cao FAP Ti US PS A TEA SE 


_ 二 一 | 
Wara = maa WO (6.13) 


tajik 


在 畸 点 法 中 , 数 介 解 定义 在 网 格 节点 ( 即 岗 格 单元 角 点 ) 上 .这 里 主要 考虑 格 心 法 .图 
6.11 用 二 维 情 况 说 明 格 心 法 的 定义 ， 
在 标准 有 限 体积 法 中 ,将 积分 方程 (6.12) 用 下 面 关系 式 
Ds Wi a) + Di E= aSa (6.14) 
AE. 也 可 以 通过 定义 
Wak = 235 ee 
Si yk = fk 
将 格式 (6.14) 写 成 与 有 限 差分 法 (6.9) 相 同 的 形式 


Al6.11 格 心 法 
末 知 数 定义 在 网 格 (控制 容积 JABCE 的 中 点 (四 


EW ja + 2 Pie = Si je: (6.15) 
ix 


* * * * * xX * 
D Pie = Fhia — Figua t Giga T Gida t Ai ed -Hiyat 
ades 


ELSE FNL jo Gi peda MA. ASE ij 和 上 方向 的 数值 通 量 
Fha 加 
Gijjak, = D; j4, ` E; jtt, = PPA 
Hied = Bcd t Ept = DH gad, 
这 里 
pir) = Qi Weyn? + Fyn 十 Goyal? + He nd)). (6.16) 
Est ni? = — Veen, 
在 本 节 稍 远 的 地 方 ,我 们 会 用 具体 的 例子 说 明 如 何 计算 DE) A TRG ABS}. 对 于 粘 
性 部 分 , 先 用 数值 方法 计算 速度 的 偏 导 数 和 温度 的 篇 导数 ,代入 粘性 通 量 表达 式 便 得 数值 
通 量 中 的 精 人 性 部 分 .这 些 偏 导数 的 计算 有 两 种 方法 .以 二 阶 精度 计算 为 例 : 


1) 捅 值 微 分 法 .例如 ,为 了 计算 网 格 单元 (i,;,k) 的 右 表面 (i + 证 ,j,k) 上 的 平均 仿 
导数 4,.9,,9,, 0S 


@=atéxteytde, 
然后 利用 下 面 的 12 个 已 知 的 网 格 单元 中 心 的 值 
| 二 十 | ,8 =+l, 


和 最 小 乘法 定 出 系数 a,b,c Md RES $ =b, pc, h= d. ET A E EEA 
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方法 确定 这 些 偶 导数 . 


2) 积 分 法 .例如 ,为 了 计算 网 格 单元 (i,j ,的 有 表面 {i+ 方 ,j,k)( 其 他 表面 可 以 用 


类 似 方法 获得 ) 上 的 平均 偏 导数 名 ,名 ,各 ,构造 以 石 表 而 (1+ 方 ,j ,如 ) 中 心 为 中 心 的 控制 


体积 人 + 于 是 


“> 


由 高 斯 定理 


l 

(Pahit, 7 Qil, Jan 8 
= 

(FB) Aa, 40 
_ 1 

COREN = Eala Fede. 
(#,0,0) XT $., 

6=<(0,4,0) 对 于 > 

(0,0,¢) XIF £. 


| v- aan = $ 6.ndz， 
fn x 


COREN = P 8， . dz, 
Cb id ie = ste, "dÈ, 


COARSER. = P rote “dE. 


这 里 EOI H Mrd AW. REA RO ay REIN + je 的 
一 半 以 构造 lje TE :4 也 为 六 面体 ,其 左右 上 下 还 近 六 个 面 的 面积 分 别 为 


Lig = FCB bart + Lists eds 
Za = Bidet Eaha), 
Lra = F, Sok + E WOE 
Etn = FSi he + Egla) 


1 
Fun = a (Ziad + Zeid) 


l 
Egt = (Bt 十 Zesty 小， 
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在 六 个 面 上 .$$ 的 平均 值 为 
frm = P, po 
fam = Pri ska 


j hin, La t Oa abiri- et a ige + On Pie 
155-18 T Onine + Oise + Dargie 


Pia = 


$ f; atl, aĝi, pele + Sarat, itd, Pvt, 工 | ;点 十 Q, aĝ, ik + dat Pra thuk 
LE 
Deja + Banane t+ ja t iya 


O Qik Pik LE Dist a iskt + Oi Bist + Moriah 


$, 
外 应 
fp it Qaia- t fg + Ok 
bcm = Qe Prj ati t Oster Pring ere + Os, Bie + Dias abia, E 
aH = 
Higi + Desay ern + Qs ye + Dist, ye 


十 是 
《由 一 P se 
= fmt nm’ 6r 一 temBem Ee 
+? m2 pg E — Ppmbem ' e 
+ $e em tT Pc ye ju "Brs 
(Pied ye = 中 wierd nay Pde 
= tpm@ aw -一 Pmi am E 
+ bale 一 号 下 而 了 下 而 
十 ruban’ ey Pankin ey 
Beebe = edna Bed 
= tomhaw ”Es 一 Pem@am * € 
十 站 上 加 [而 “8 FNE ra e 
+ 男 近 画 五 近 而 。 ée- 人 过 自卫 过 面色: 


为 了 计算 网 格 单元 (;,j ,大 ) 的 上 表面 (; ,7 +) EES SER BB, ,各 ,构造 以 


上 表面 (7,j + 让,) 中 心 为 中 心 的 控制 体积 Muy PAEO oa RE 
nits Le 的- - 半 以 构造 2.，+ 卫 为 了 计算 网 格 单元 (; ,7 大) 的 近 表面 (大 + 六 L) 
的 平均 偏 导数 Pe, PRUE RTC, de + ) 中 心 为 中 心 的 控制 体积 Mial E 


Ci 和 全 jx+rl 各 取 千 近 网 格 面 i ,j， + 方 的 一 半 以 构造 821,,,443. 余 下 的 步骤 与 上 面 
的 计算 类 似 . 

下 而 针 对 一 维 问 题 简单 介绍 格 点 方法 ,控制 容积 OO, 的 选择 可 以 具有 一 定 的 自由 度 . 

可 以 具有 任意 扭曲 形状 ,在 图 6.12 中 标识 了 -个 由 边 形 控制 容积 ABCD. 积分 o Wd, 
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可 以 近似 为 : 


图 6.12 格 点 格式 
AR ee Cid A) ABCD A GE 


| wan, = a (Wa + Wat Wot Wp). 
通过 边界 AB 的 数值 通 量 可 以 用 下 式 计算 
Dis Dns = (Ph + DÈ) + (vans — tan). 
格 点 法 一 般 比 格 心 法 的 精度 高 . 


6.2.4 高 维 问题 时 间 积 分 


即使 一 维 问题 的 某 鲍 离散 格式 共有 唯一 形式 ,其 高 维 推广 可 以 有 客 种 替代 形式 . 
考虑 d 维 守恒 系统 


a 
w + > fi?) = 0. (6.17) 
p-1 7* 
6.2.4.1 时 空 独立 处 理 法 


考虑 46.17) 的 二 层 显示 格式 
(6.18) 


E> 
& 
H 
3r 
Ms 
Ne 
hy 
a 


=l 


这 里 ,EE, 为 zy AMENAT. 
格式 (6.18) 可 以 直接 求解 .如 果 采 用 空间 分 裂 ( 分 步 处 理 ) , 则 格式 更 稳定 .最 简单 的 
分 裂 为 


第 六 章 ”实用 化 基础 233. 


+l, l n ` 5 
tt = w + RE, fis 


ntls2 — tll ~a pil) 
w = ap hl + RE, fi" 


atl, — 十 | 一 > d l) 
w = W; + RE, F 3 


atl aoled 
这 里 fP = flj iP). 
如 果 将 格式 写成 算 子 形式 
过 
(这 里 I ARRET, E, wf = 上 ,jf), 则 分 弄 烙 式 可 以 写成 下 面 玩 为 紧凑 的 形式 


wl = = TT". (CL + RE, Dwr = i -Se (YaF. 
这 里 S, (k)= I+ kE. 
如 果 使 用 Strang 方法 , 便 可 获得 对 称 分 发 ,对 于 二 维 问题 , 采 用 对 称 分 裂 得 


ntl 一 & Rk k Š n 
w = Sul SaF Sad 2) Sal) 


6.2.4.2 Lax-Wendroff 方法 


使 用 Lax-Wendroff 方法 ,有 
wit+k)- w(t) = kw, + Zk? w, + OLR]. (6.19) 
All Fl a A DF BY Ee FT gd as EH 
wy = FY, 
wa == DAD == Bape), = VAL. 
这 里 A, =P. i 


将 上 述 关 系 式 代 人 (6.19) 并 锦 略 三 阶 以 上 的 项 , 便 得 到 如 下 的 半 离 散 Lax-Wendroff 
格式 


with — yt =— 232 E - TADA) (6.20) 
该 格式 也 可 以 写成 预 估 - 校 正 形式 
Ag = 一 EAD, 


fi = HP LAAD, 


d 
Amt? = wlt 十 Bb) 一 wt) 二 一 DD 
p-l 
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tax-Wendrolf 全 离散 格式 有 两 种 著名 形式 .在 介绍 它们 立 前 ,引信 于 面 的 记号 
Pre, = Prita, Ep + hP ee xa), 
Fit, = 
(OP) a2. 一 bite, ~ $, 
(6,0); = 一 bol ~ Pte 


1 
= $frj ra" Ta tp + hl yoy ta), 


Ctto = Gre +8), 


(us = Fine + te) 


(4) = Plat gh r+ FRO ey + Fal), 
Ni 格式 AAR BUI SCE Na a LURE 


全 tp} 


aa =- A SU ao te] a 
pol Jt 


CPLG) = [FE af rallyan] yt = L255 


a 5 per) 
Aw? =- [ET ay | 
ABBA ORR A LAHEY RILBE. 
Lerat 格式 ”在 该 格式 中 , 预 估 值 定义 在 网 格 单元 的 边界 上 ， 


lèt bf? ` bof? ta) 


(AG) jt. = GY + Latte aul | ob = 1,2, ,di 
了 


CP ids, = [enh + Laas] ob = Landi 
Htae, 
fle? 
Aw? =— aps oat | . 
i 


PET pie 
内 此 , 预 估 步 的 个 数 等 于 空间 的 维 数 ,从 而 计算 量 高 于 N 恪 式 的 计算 量 . 然 而 ,Lerat 格式 
内 含 足够 的 数值 斐 性 ,不 用 人 工 茜 性 也 稳定 ， 


6.2.4.3 BAHE 


高 维 问题 的 隐 式 格式 -- 般 具有 下 面 形 式 


(I+ pH Jaw, = Aw, (6.21) 


这 里 ,1 Ar, 方向 的 路 式 算 子 ， A PERHERE 分 所 计算 的 值 . 
如 果 直 接 对 上 述 隐 式 格式 求解 ， 则 计算 量 较 大 ,在 ADI( 交 震 方 向 隐 式 ) 方 法 (也 称 近 
似 ADI 分 解 ) 中 , 隐 式 部 分 可 以 分 解 成 --- 维 隐 式 算 子 的 积 
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d [i 
| yd + RE, Aw, = Aw, 


相当 于 d PER 
(T+ kl, Aw) = Awt, 


(1+ AL Jaw = au 和， 


(I + ki, Aws” = Awi) ， 
Aw; = Aw, 
ADI 方法 会 降低 非 定常 问题 的 时 间 精 度 和 定常 问题 的 收 化 速度 . 为 了 克服 这 些 缺点 ， 
可 以 采用 松弛 方法 求 道 ， 


6.2.5 N-S 方程 的 儿 种 具体 格式 


在 前 面 介 绍 的 有 限 差 分 和 有 限 体积 法 中 ,还 需要 计算 Oly (We X (6.10) M 
(6.16)). 
通过 比较 (6.10) 和 (6.16) 以 及 (6.9) 和 (6.14) ,不 准 发 现 计算 坐标 系 中 的 有 限 差分 法 
和 物理 坐标 系 中 的 有 限 体 积 法 十 分 类 似 . 如果 令 
Poy = Rijs 


itl, 6 
COREN = Q 


TERR: 
Ed jkt ey 


(E, adl kT 
Dopet BT? 


n} , 
Eal a = au e 
z + Frtek = Q 1 


PHJ È 


Cp djede = adr 
-l 
Chisha = Bugt 2, 
jtik 
Zeyh êz 
(heita = Oi ska 
E dte 


a 4 ~ Qol 
Cao eee Aijt | 


Xi, tt . e, 


Oad = Tad 
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,kr Ë: 
人 和 = 0 1 


tipik ta 


则 两 者 几乎 完全 等 价 , 尤 其 基数 值 通 量 的 表达 式 儿 乎 完 从 - 样 . 

尽管 如 此 , 黄 者 还 是 存在 如 下 差别 ; 

1) 有 限 差分 法 中 的 数值 解 是 当地 值 ,而 有 限 体积 法 中 的 数值 解 是 控制 体积 中 的 平均 
值 .二 者 在 二 阶 精 庶 范 围 内 是 相等 的 .一 旦 闭 得 了 这 些 数值 解 ,很 少 对 二 者 再 进行 区 别 . 

2) 假 设 使 用 网 样 的 格式 ,对 于 特别 规则 均 信 的 网 格 , 有 限 差分 法 和 有 限 体 积 法 上 共有 同 
样 的 精度 ;如 果 网 格 十 分 不 规则 ,有 限 差 分 法 的 精度 因 举 标 变换 函数 的 计算 通 到 不 连续 情 
况 而 比 有 限 体 积 方法 低 ， 

3) 对 于 较 均匀 的 网 格 , 如 果 坐 标 变换 函数 的 计算 能 有 具有 高 精度 ,那么 有 限 差 分 法 可 以 
(通过 多 点 格式 或 紧 致 格式 ) 获 得 高 精度 ;但 对 于 存 限 体积 法 很 难 获得 二 阶 以 上 的 高 精度 

4) 在 构造 无 黏 部 分 的 数值 通 量 用 到 手 值 时 ,有 限 差 分 法 训 以 用 一 个 方向 的 插值 从 而 
使 用 限制 器 时 可 以 照 机 一 维 问题 的 方法 ,而 有 限 体积 法 中 则 较 麻烦 ,例如 ,如 果 用 带 限制 
器 的 线性 播 值 和 和 MUSCL 方法 构造 数值 通 量 , 则 有 限 体 积 法 的 描 值 应 该 使 用 高 维 插值 ,而 
有 限 差 分 法 可 以 使 用 ( 沿 网 格 线 方向 的 ) 一 维 播 值 . 

为 了 在 构造 数值 通 量 时 方便 利用 一 维 结果 ,对 有 限 体积 法 可 以 采用 两 步 播 值 方法 . 候 


没 在 每 个 方向 上 采用 5 点 格式 .考虑 网 格 单元 (六 有 ) 右 表面 (上 广 ,j,) 的 数值 通 量 ， 


用 MUSCL 方法 构造 时 需要 知道 网 格 面 (; tsi REA RAS 

re Oo 
首先 ,在 网 格 而 中 点 的 法 线 方向 设 4 个 虚 点 ,在 网 格 面 左右 两 端 各 有 2 个 虑 点 并 关于 网 烙 
而 中 点 左右 对 称 ,相信 两 虚 点 的 距离 近似 等 于 网 格 在 该 方向 上 的 间 中 


从 左 到 右 这 些 虚 点 的 航标 为 


= 
an 
+h 
x 
a 
* 


x 
Ẹ 

| 

ta 
ps 


bad 
a 
1 
十 六 
ral" 
ae 
+ 
bo [bo 
ci 


十 H 
me tee pale 


wa 
= 


le) LERE 
HPht i a 


BHREAC HF SY) = RE eS RE xf cD RD 
xk) bE BM. BO ABA AB AE, SS ee RE MUSCL 方法 
构造 网 格 面 中 点 的 数值 通 量 . 

有 了 上 述 认识 ,下 面 只 对 有 限 善 分 方法 介绍 两 种 具体 格式 的 数值 遂 量 . 


| 
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半 离 获 差 分 格式 写成 如 干 形式 
dW, Ley 
a = Dija = DPA + Da 
DY. = Fii p 一 天 人 人 十 GE de 一 Gha + AYP al ~ HID}, 


> = sty AV = mV = 
Da = Fes — Faa t Gih Gaa + Ha HE 


狐 性 部 分 的 计算 已 经 在 前 面 介绍 了 ,这 里 只 考虑 无 黏 部 分 的 计算 ， 
下 面 仅 以 
FE) ~ JEW + £ FKE) + EGP + EHE) 


(6.22) 


THAR) Atk Fy AAR, RRRA ee SE EL 两 个 格式 分 别 为 Steger-Warming 格式 


55 Roe 格式 ， 
为 方便 起 见 , 省 略 POW be BAF 代替 天 (5) , 且 引 人 如 下 记号 ， 
ke 二 
G= ku t hu + kw + &; 


# = Ea +u t wt), y= y- -l; 


6.2.5.1 Steger-Warming 格式 


(6.23) 
(6.24) 


(6.25) 
(6.26) 
(6.27) 
(6.28) 


(6.29) 


由 双 曲 性 质 可 知 ,F 的 雅 可 比 矩阵 NI 可 以 对 前 化 ,从 det(N, ~ 22) =0 #2 Ni 的 特 


征 值 如 下 : 
A, = an = Ay = @, 
Ag = 6+ ak, 
As = 6- ak, 
iE A=Diag(A,.42,43,44,A5),.R AN, ARIER NIR=AR, 则 有 
N, = RAR}, 
F = RAR-IW. 
ie BE ee GE PAE BET A EE 
F = Piafas fasi, 


fi = Jolay — CA,- Aq -às)35], 


(6.30) 
(6.31) 
(6.32) 


(6.33) 
(6.34) 
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一 za 

Ja = Jplayu + (Ag — As) jy (2a, — A4— As ayl 

fs = Jolàut (A ~ as) ES Oaa — as) 21 
3 二 JeLAI 4 37 Oy 1 4 Slayd 


fa = Jplayw + (ag 


ay ' 
— {2A1 ~ Ag -As zy) 


$ tat 
2 YY 


ae 


fs = Jela E + (Ag - Asha 
EIER A RIS HY VA Sp Rd 
A=A'+A, 
A= diag(Aj ,AF AF AF AS), 
A = diag(A, ,A7 ,A ,A4 ,As), 


《241 — Aa— Às) ]. 


Ai = nee + (az + ec) 二 = 1,2,3,4,5, 


a7 = LO (A + eJ), i = 1,2,3,4,5. 


其 中 e 为 小 参数 ,用 于 避免 在 音速 点 出 现 没有 意义 的 膨胀 激 波 . 
WER DRAEK RRN TF 
F= A*t W = RA ROW = (FEFE S3 Sifs Y, 


Tt [ at + 十 1 

Fi = Jolat - Qat -at - as) 55 

ft px + + ka 

Í? = folafut (Aq 一 Ag 2y (2at Ad Ag) 2]， 


i + È . . _， 
fi = Jolate + (As a ON 一 AG ~ AS) ayh 


fs TY - (2aF 一 an 
- 2 2 
JE = Jei E + gag) #2 - Oat -at ai) E], 


F =A W=RA RIW-= "dey. 
fi = Jelai - @az - ag = a5) gu), 


g $ 
Fz = Jelai u + Ga - a3) 3 (2a7 — aj — a3) # 


ay): 
- r- -nky 

fa = Jolayut Cag ~ AS) 3y - (ay — å} 4&5) ay), 
p- o _ nka . 

fa = Jelài w + (ag — As) 5y (2A, — ag A5) 553, 


= JolaA, E + (Ay ~ as) 8 = @az -ag ap EE. 
在 上 en AUPE AE A LINCE), I 
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Edga = Pid ja t Fisk ye (6 35) 
l+a 4, 1-G@ p- 
Flr = Fipe tg Antya t Geant uF, (6.36) 
rT = F: 1+% 1 一 1-@, 4 F (6.37) 
Fotos = Piste a Antya a8 ， 
这 里 AGL P= Figa Fi, ARNAT, o 为 捅 值 系数 : 


"a= -~] ,党 全 迎风 格式 ; 
* 而 二 站 ,Fromme 格式 ; 
"a=, TÄHDEN; 
© B=} SRR RR. 
为 了 在 解 间断 处 换 制 数值 震荡 , 需 使 用 限制 器 , 带 限制 器 的 数值 通 量 表达 式 为 


十 到 1 lta; p+, l-~we + 
天 (6.38) 
5- 二 l+ōs ~- 1L-@ x 
Fide = Fig a Ady -TH MBsk . (6.39) 
3-0 
lw Ts 
则 带 艰 制 器 的 斜率 可 以 配 成 


kl = PCAN 1 WF 0d; 1 oF) 
DAL je oA. ). 
第 四 章 4.3.4 节 给 出 了 几 种 当 见 限制 器 Oldd). 


[>| 

+ : 
ho 一 hu| 一 
L 

Tyl 

ll 


6.2.5.2 Roe 格 式 


为 了 方便 ,省 略 上 标 E,W 


(L) AR 1 { Ree) (L) R 
Faija = 7 i ii k T Fi ,ja) + 2 I CNi Vird gk | (Wat, k wii as p 


brh, wE, SC re 
得 
Wika = Wie + sa, AW i l-ë 


(R} 1 l- æ 
Widz = Wilja = ånd, W 一 Asda. 


这 里 + sl, W= Wia sds ‘an Wp AROSE Fw 为 插值 系数 
”一 -1 ,完全 迎 M LK ; 
* w = 0 , Fromme 格式 ; 
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"名 三 1 三 点 中 心 差分 格式 ，; 
“五 = 本 ,二 点 迎风 偏 置 稿 式 ， 
FSP ONT Jade ANI? 和 NIP 的 Roe 平均 . 令 N = Nilo, u,v, w, H), il 
CNR) A = Ni Corps tiers vu wir Hirr). FA JL, AE FE ST EL ARE Ni 的 表达 
式 , 和 把 自 变量 p,u, v, w, HR ove urg» vL, eres Hirr, BN Roe PH. xe 
PLAR T J PLOR? 
uR = v puur + vV prir 
Ver tV op 


UR = v ELUL + Vv PRUR 
n= 
VOL tv OR 


Wisp = ~ PL Fy PREUR 
L/R 一 ' 
VEL +t PR 


Hop = V eLH +v PRHR 
Ver + VPR 
为 了 在 解 间断 处 抑制 数值 震 葛 , 坑 使 用 限制 器 , 带 限 制 器 的 插值 表达 式 为 
1 = 一 an= 
Wide = Wia t Paapa W + LA aW, (6.40) 
1+3 l-5- 
Wiki = LA 一 Bd aW 一 3 (6.41) 
定义 
lm 
1 a a i i 一 ai 
— tt 
则 带 限 制 器 的 斜率 可 以 写成 
A siaW = DAt W041, aW), 
Aid aW = PUA aW raba aW). 


第 四 章 4.3.4 节 给 出 了 几 种 常见 限制 器 Od, ,a _). 


6.2.5.3 Runge-Kutta 时 间 积分 


为 了 进行 时 间 离 散 , 令 Woas UD at Si,j,s= 品 ,将 六 离散 格式 写成 


Tj 
用 下 步 龙 格 - 库 塔 法 
pp) = U7", 


US = U" + bad, 
Ue = [P+ ka, DP, 
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pte =U" + ka Y, 


pire) = [4+ A> BD. 
Reb DO = piu), pV =p". 
Plan, FERRA EAE A HE Runge-Kutta 法 


U@ = um 4. Sp, 


UTD = E+ pP, 
DU BTR HERS Runge-Kutta 法 有 
UY = U”, 
UP = urs sp”, 


ue 


£ 门 (2) 
TETT ， 
pa 一 U" + AD , 
UD = D+ Éi +2D® + 2D3) + DM), 


6.2.5.4 隐 式 方法 


为 了 方便 ,定义 空间 算 子 人 Muls =1,2,3): 
COP): ye = Pitty k 一 -Apk 
(FP = Bijla 一 $i -Lk 
(O38); j = Bi 2 P; j,k 


(OP) do = Pitik ~~ fako 
(S28) i hie = jk 一 网 jo 


(O38), ead = i jkt 7 Picks 
CaP ide = Piste + Bb) > 


C$) jtik + Bek) > 


bale bolo 


(uab) jodie = 


Cu38), jar = FB yee + $a). 
HT SAAT TBE, SW, a= U, Dija t Siya = DE ES i 


dU _ 
di ' 


令 AWP, = kD 为 格式 的 显 式 部 分 , 则 采用 近似 ADI RKE ED 
aWwi,, + + (él NI® EAW”) fga t GLN AW OT, af = AWe 


tofi 


ba 
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AW a + i S801 NS RAW Yh a + INO ( AW] t= AWS, 


AW a 1 tali NA) L'a AW liga + CAI Fe AWT Vig | = AW ks 


JAW; je = AWws 


ij? 
wrt, = Wat AW, pa 
这 里 N ANa 和 Ns AWE EM A,B,C 在 3 个 网 格 线 方 向 的 投影 
N, = J (AE, + Be, + CE), 
No = J(Ay, + By + Cy), 
N3 = J(AQ, 4 Bt, + CE). 
NUP? NSR? 和 INGE? 为 相应 的 Roe 平均 ， 


6.2.6 条件 化 预 处 理 方程 的 离散 


令 偏 微分 方程 为 
Wot PCF, + G+ H)= PCR? + GO + HOO ~ W,), 
St RT RETA END TP AS Be BE Py a PR PR Ar 为 物理 时 间 步 长 . 
现在 将 m 记 为 物理 时 间 步 ,” 为 虚报 时 间 步 .每 物理 时 间 步 的 解 对 应 虚拟 时 间 步 的 
收 敏 解 BU WPO ti ,ow, 二 WW”!+1. 将 物理 时 间 导 数 用 2 阶 差分 


awe! t 一 4w + wer! 
2At 


W = 


AE. (EB AES HH oe n, Bt ETA 


a gyere 一 车 全 + yw 
wW, = We = 2 


因此 ,前 和 面 的 格式 完全 不 变 , 具 是 添加 下 面 的 源 项 
3 We ™” 11 4W™ _ wre! | 


s =- P| 


2At ZAt 
_ Pi3 tet | 3 nr 1 "| 
a2 2 W” ~ Aw" |, 
a5 __ 3 
dw 2Ar 


HET PIA|SEPA! RDA itl KA R, B a Be OY PA( 见 方程 (2.65)) 为 
基准 . 
为 了 有 效 地 实现 计算 ,应 该 注意 如 下 几 个 方面 的 问题 
* 计算 的 启动 使 用 一 阶 方法 . 即 对 于 om =0, 物 理 时 间 导 数 采用 一 阶 时 间 导 数 , 相应 
的 源 项 让 为 


wo P nl _ ü 


a et 
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d 1 


dW ar 
ER LK ABATE AW? 很 难 确定 ， 
© Wt iy ee — Wy Be a Pa A, BOT JS J ER BR AM E. — SOK E 
| wetter weed = O[103]. 
首次 计算 往往 进 代 次 数 比 较 多 . 
。 对 于 双 时 间 步 方法 ,物理 时 浊 步 长 猎 受 精度 限制 ,也 受 移 定性 限制 . 格式 既 存 在 依 
玉 虚 拟 时 间 步 长 的 稳定 性 ,也 存在 依赖 物 浊 时 间 步 长 的 稳定 性 (Granier, Lerat, & 
Wu, 1997). 


6.3 高 维 问 题 初始 条 件 与 边界 处 理 


6.3.1 初始 条 件 与 边界 条 件 


计算 开始 时 的 流动 条 件 称 为 初始 条 件 . 对 于 非 定常 问题 ( 即 关心 解 随时 尚 的 变化 ) , 初 
始 条 件 一 般 由 所 考虑 的 具体 问题 给 定 , 对 于 定常 问题 ( 即 已 经 不 随时 间 变 化 的 解 ) ,需要 以 
某 种 初始 条 件 出 发 ,通过 ( 伪 ) 时 间 选 代 , 以 收 仇 到 定常 解 . 一 般 考 虑 的 问题 定常 解 是 唯 ， 
的 , 即 与 初始 条 件 汉 关 . 但 一 般 不 能 随意 给 初始 条 件 .因为 在 收 钱 前 的 选民 过 程 中 , 解 在 随 
时 间 变 化 .虽然 这 些 中 间 解 不 需要 县 有 物理 意义 ,但 合理 的 初始 条 件 往往 能 加 快 收 仇 速 
BE .避免 出 现 压 力 和 密度 为 负 . 人 们 可 能 会 通过 某 种 工程 合算 办 法 求 出 近似 解 作 为 初始 条 
件 . 焉 凡 的 是 计算 流体 力学 工作 者 往往 不 具备 流体 力学 的 全 部 知识 .最 简单 的 办 法 就 是 令 
初始 条 件 处 处 为 常数 { 即 等 于 来 流 条 件 ) .如果 差分 格式 特性 较 好 ,边界 处 理 的 恰当 , 则 能 
收 伍 到 定常 解 . 

边界 可 分 为 物理 边界 和 人 大工 边 界 两 种 . 

物理 边界 是 由 问题 的 性 质 决 定 的 从 而 是 固定 的 . 例如 ,流体 力学 中 的 外 流 问 题 的 馈 体 
BE EIA AN DE a .出 口 进 界 都 大 物理 边 罩 . 因 物 理 边 界 上 流动 的 物理 性 质 很 明确 ,或 
可 通过 实验 测量 到 ,所 以 物理 边界 条 件 的 定义 比较 直观 ， 

人 工 边 界 是 针对 无 限 或 半 无 限 区 域 ,或 我 们 感 兴趣 的 范围 永 迹 小 于 实际 区 域 时 而 人 
为 引入 的 ,例如 , 当 计 算 汽 车 发 动机 气 包 里 的 流动 时 ,没有 必要 对 长 度 永 撑 大 于 气 包 尺寸 
的 整个 进 气 道 和 尾 喷 管 里 的 流动 同时 进行 计算 , 面 可 把 边界 入 为 地 选 在 距 气 包 比 较 近 的 
地 方 . 当 计 算 外 流 问 题 时 ,尽管 实际 区 域 延 伸 至 无 限 远 , 直 以 把 外 边界 选 在 距 固 以 边界 有 
限 远 的 地 方 . 大 工 边 界 的 选 最 带 有 任意 作 和 经 验 人 性 ,边界 条 件 的 给 定 往往 更 多 的 是 从 数学 
上 考虑 ,如 适 定性 或 无 反射 

边界 条 件 也 可 其 体 分 为 远 场 边界 条 件 .进出 口 边 界 条 件 LB RE FH A A A 
界 条 件 四 大 类 .边界 条 件 的 正确 定义 对 解 具 有 重要 影响 边界 条 件 又 分 为 解析 边界 条 件 与 
数值 进 界 条 件 两 类 .解析 进 界 条 件 属于 偏 微分 方程 定 解 条 件 的 一 部 分 .例如 对 于 超 音 速 进 
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口 , 需 给 定 所 有 来 流 条 件 .这 就 是 解析 条 件 .而 对 于 超 音 速 出 电 ,一 切 流 动 参数 都 由 内 部 流 
动 决定 ,个 需要 结尾 何 边 界 条 件 . 在 使 用 差分 格式 时 ,二 每 一 点 格式 的 计算 都 用 到 .上 下 左 
右前 后 一 些 点 的 值 , 如 果 这 些 丑 围 点 中 的 一 部 分 在 没有 给 解析 条 件 的 边界 上 ,就 需 材 通过 
外 插 或 其 他 办 法 对 流动 参数 进行 定义 .这 就 是 数值 边界 条 件 . 

为 了 方便 ,用 下 标 "b 表示 将 村 计算 的 边界 条 件 , 用 下 标 “e "表示 从 计算 域外 插 获 得 的 
È. AUP ts“ 00" 表示 无 穷 远 条 件 . 本 节 中 用 中 表示 迪 界 上 指向 计算 域内 的 单位 法 向 矢量 . 


6.3.2 远 场 边界 条 件 


6.3.2.1 远 场 边界 条 件 的 基本 理论 


这 种 边界 条 件 一 般 是 针对 外 流 问题 .知道 无 限 远 处 条 件 { 如 马赫 数 和 迎 角 ) .但 计算 时 
UAR EREA RA ATHAR) ,如 果 人 工 边 和 给 取得 足够 远 , 则 可 直接 用 无 限 远 处 的 条 
件 .但 这 种 ' 足 够 ' 很 难 有 明确 定义 ,与 来 流 马赫 数 有 很 大 关系 ,对 于 超 音速 流 , 人工 边 界 可 
以 取得 比较 近 , 对 于 低 马 赫 数 流 , 人 工 边 界 必须 取得 特别 远 ( 如 10 一 100 AK) ATE 
决 这 种 不 确定 性 ,可 以 使 用 对 人 人 鞋 边 界 远近 依 环 程度 低 的 边界 条 件 . 实际 上 ,无 限 远 边界 
的 处 理 可 以 有 4 种 方法 : 

1 区 间 变 换 法 . 通过 坐标 变换 ,将 无 限 区 域 变换 成 有 限 区 域 .这 种 方法 的 缺点 是 ,坐标 
变换 会 产生 奇 点 或 引起 解 的 震 葛 , 所 以 在 实际 计算 中 很 少 使 用 . 

2) 有 限 截断 法 .将 外 边界 选 在 足够 远 的 地 方 直接 用 无 限 远 的 条 件 .例如 ,对 于 流动 问 
题 ,在 流体 流 人 部 分 用 均匀 流 条 件 而 在 流出 部 分 给 无 限 远 处 的 压力 .这 种 方法 很 实用 . 

3) 小 扰动 方法 ,将 外 边界 选 在 某 个 地 方 , 使 得 在 人 工 边界 以 外 的 区 域 可 用 小 扰动 法 求 
出 近似 解 ,作为 边界 条 件 . 

4) 解 析 边 界 法 ,将 边界 选 在 某 个 邮 方 ,根据 纯 数 学 上 的 考虑 构造 某 种 解析 边界 条 件 ， 
如 无 反射 特征 按 界 条 人 忻 . 假设 人 工 边 界 处 于 工 =0, 计 算 区 坏 定 义 在 x >0. 令 /为 雅 可 比 
矩阵 A 正 特征 值 的 个 数 ,如 果 边 界 条 件 定义 为 


pie on = 0,k = 1,2,7, (6.42) 


(3% ODIM & PGE ALO ET Eb SR cP GE SU Ze PE — A 
BALM ARS TE FAB eR BE RR OF) 
反射 波 . 事 实 上 ,由 一 维特 征 理论 (第 三 童 ) , 沿 特征 线 方 向 有 

pte? a“ 


=0,e = 1,2,5, (6.43) 


即 每 一 个 人 射 波 分 量 都 是 从 流动 参数 固定 不 变 的 无 穷 远 跟 随 流体 质点 过 来 的 ,根据 上 式 
这 些 人 射 波 分 量 应 该 不 变 即 等 于 无 穷 远 的 值 , 因 此 由 (6.43) 必 得 (6.42)， 

住 给 其 体 边界 条 件 之 前 , 需 贤 知道 边界 条 件 的 个 数 .在 - 维 情况 下 ,由 特征 理论 便 可 
以 确定 边界 条 件 的 个 数 .对 于 高 维 问题 ,原则 上 也 可 以 用 类 似 办 法 ， 
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对 寺 二 维 欧 拉 方程 , 若 以 重 直 于 边 办 的 速度 分 量 定义 超 音 速 与 亚 音速 ,解析 边界 条 件 
的 个 数 为 ; 

1) 亚 音速 进口 :4 个 ; 

2) 首 速 出 口 :1 个 ; 

3) 超 音速 进门 :5 个 ; 

4) 起 音速 出 口 :0 个 . 

对 于 N-S 方 程 ,情况 烛 复 杂 一 些 . Strikwerda(1977) 从 适 定性 分 析 , 发 现 解析 边界 条 
件 的 个 数 为 : 

1) 对 于 亚 超 音速 进口 :5 个 边界 条 件 ; 

2) 对 于 亚 超 音速 出 口 :4 个 边界 条 件 . 

Dutt(1988) 从 稳定 性 角度 导出 了 一 些 边界 条 忻 , 这 些 边 界 条 件 可 以 看 成 是 混合 狄 利 
克 莱 - 牛 曼 条 件 . 而 欧 拉 方程 只 有 狄 利克 莱 型 解析 条 件 . Dutt 的 混合 条 件 包 括 两 类 ， 

10) 欧 拉 方 程 边界 条 件 加 上 一 些 与 导数 有 关 的 修正 . 这些 导数 项 的 影响 随 雷 诺 数 增加 
而 减 小 直至 可 以 忽略 ; 

2) 纯 牛 受 条 件 , 即 某 些 偏 导数 的 线性 组 合 { 通 常 是 黏 性 应 力 ) 等 于 零 ， 

纯粹 由 称 定 性 理论 导出 的 边界 条 件 物 理 意 义 不 一 定 很 明了 ,在 实用 中 人 们 还 是 偏 疝 
直接 使 用 欧 拉 方 程 的 边界 条 件 来 计算 N-S 方程 . 


6.3.2.2 进口 边界 条 件 


对 于 超 音速 来 流 ( 指 以 法 向 速度 定义 的 马赫 数 大 于 1 时 的 流动 ,所 有 边界 条 件 等 于 

来 流 条 件 
Pb = Poor Pp = Poor tg = Ho, Up = Vo, Wy = Woo. 

以 下 考虑 亚 音 速 来 流 ， 

-种 办 法 是 使 用 HS 条 件 .对 于 一 般 外 流 问 题 , 在 离开 物体 较 远 处 ,粘性 作用 可 以 忽 
略 . 此 时 根据 无 粘 流 的 一 些 基 本 理论 , 箭 和 总 熔 等 于 无 穷 远 处 的 值 , 即 

H; = 万 9 = Sa. 
另外 来 流 方向 也 可 认为 等 于 无 穷 远方 向 , 而 压力 则 可 以 通过 外 播 获得 
Pr = Pe. 

最 后 由 下 面 关系 式 便 可 求 得 边界 上 各 流动 参数 (7= 7 二 全 


Y D 

Pe 

ED ~ Ss 

oh 
— Vel 

6 v.14” 
|V; 上 

Us | Veo | Yes 
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_ Lyi 
we | VV, ee 
另 一 种 办 法 5 最 好 办 法 ) 是 使 用 特征 边界 条 件 . 设 雅 可 比 矩 阵 No( 见 第 “ 章 方程 
(2.22)) 的 特征 值 为 


At = Ag = Ay = Àpsàa = Ag AS = AL; 

Ag = Ven, A= Venta, A-=VŌV'n-a. 
HYPER ERE AT EERE N, OAR LUM SS 个 行 和 撩 量 ) 分 别 为 (方程 
{2.23)) 

pol pP Go pays) 
则 特征 边界 条 件 可 以 写成 
(E) ae = 03 POV, = 1 Vak = 1,2,3,4; 
by, = poy k =5. 
这 里 前 面 4 个 关系 式 对 应 4 个 正 特 征 值 ,= (p, uv w, S) 为 基本 变量 (如 果 用 守恒 
变量 构造 , 则 十 分 繁琐 但 结论 一 样 ). 
整理 后 可 以 写 为 


I 


pe = Tope + p,) + Fel Ven —V)-n; 


Vpn = Ja (Po = pt sve + Ven; 


L 
p = po (FE) ,Ss = Sa) 


up = ua +V,- n- Vo’ n)a; 
Up = Uoo + {Fp “a - Vat nny 
wy = Wot (Ven — Vat n)an, 


最 后 三 个 关系 式 表明 ,边界 上 切 向 速度 等 于 无 限 远 来 流 的 切 向 速度 . 
6.3.2.3 HOWRAH 


出 口 条 件 与 进口 条 件 类 似 ， 

对 于 超 音 速 出 流 ( 指 以 法 向 速 麻 定 义 的 马赫 数 太 于 1 时 的 流动 ), 所 有 边界 条 件 均 用 
外 捕获 得 

Cb = Per By = Per tg = Hes Vy = Ty Wy = We. 
AFERE By Eh aE. 
如 果 使 用 H-S tt YS 
H, = H, S = Sopa = poo. 

这 里 po RAR ORE. BIA E Ob 

最 后 由 下 面 关系 式 便 可 求 得 边界 上 各 流动 参数 
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Y Pp 1 > 
二 过 + 过 | 了 上 = 万 
Y Pr 3 b é 
ps 
at _ S > 
pe? 
BA 
He py 
| V; | 
Us | V | Ua H 
DA 
Wy, = Tet 


APUDE RIINA EHAR EAR RE RE HEER N, 的 特征 值 为 
Ay = Az = A3 = ÀgsA4 = ArsA5 = AL; 
Ag = FKYen, A= Venta, A- -= Vern-a. 
对 应 的 左 特征 矢量 (为 雅 可 比 和 矩阵 N, AOE LOS 个 行 矢量 ) 分 别 为 
pid ， po? ， pi? ， ph) ， po ， 
则 特征 边界 条 件 可 以 写成 


po) -0 或 IWV, = Vek = 4; 


roy, = poy op = 1,2,3,5. 
MER 4 PRADO 4 个 负 特征 值 . 


整理 后 可 以 写 为 
= 5 (Deo + pe) + Se Ve 一 多) 
Vn mbes pb) ti( Ve + V) en 
1 
p= ee)" ,Ss, = Ss 


ap = ue + (Ypo ao Ve a)n,; 
二 


一 


6.3.3 固体 壁面 边界 条 件 


对 于 固体 壁面 ,流体 不 能 穿 透 , 即 至 少 法 向 速度 为 0. 设 法 向 单位 矢量 为 严 , 则 有 ， 
Vein = 0, 
上 述 条 作 也 称 无 穿 透 条 件 . 
对 才 无 黏 流 动 问题 ,固体 壁面 上 切 向 速度 并 不 为 0. 计算 时 往往 还 需要 给 出 壁面 压力 
Py 和 密度 ps. RIEU, ORT 2 维 问 题 ) 法 向 压力 梯度 并 不 等 十 零 ( 实 用 中 人 们 往往 设 压 
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力 梯度 等 于 委 ) 而 是 满足 下 面 关系 式 (压力 梯度 与 离心 力 平衡 ) 


ap 1V 
an PR 


其 中 R 表示 曲率 半径 , 上述 关 系 式 在 实用 中 并 不 方便 (尤其 对 于 3 维 问题 ). 
为 了 获得 壁面 切 同 速度 利 壁面 的 密度 ,可 以 通过 外 插 求 壁 别 总 焙 和 冰 
A = H, S, = Se 
再 由 关系 式 


便 可 求 得 壁面 密度 Co,) 与 速度 大 小 (| 1). 有 了 速度 大 小 ,壁面 速度 分 量 便 可 由 下 咖 关 
系 式 求 得 


up = y, [Ce T Vet Hn), 


| Fal 

vhe = v ptv V, . Any)» 
| ¥, | 

Wa = y | hte - V, © nn). 


Xt J Fe bit [A] AE, Maxwell F 1879 年 证 明 ,速度 满足 下 面 的 关系 式 
V, = Ive Vi. 
这 里 /为 流体 分 子平 均 自由 程 .因此 辟 面 速度 与 壁面 速度 梯度 和 分 平均 自由 程 成 正比 ， 
由 于 分 子平 均 自由 程 (稀薄 气体 除外 )-- 般 很 小 ,所 以 在 一 般 连 续 流 假设 下 可 以 令 壁 面 束 
度 各 分 量 都 等 于 零 : 
Hi 二 一 0. 

HF BEE TD OF FA SEAT WF HE ARS ES ERA At OLS ES 
FS ,此 时 可 念 P= pe). 

ATER EAR, WS WE ROR See. 一 般 考虑 两 种 壁面 : 

1) 绝 热 避 .此 时 温度 梯度 等 于 零 ,于 是 有 T,= 也. 通过 状态 方程 ps = PE 便 吕 得 壁面 
密度 ; 

2) AP ERE ca SET ET, 给 定 ,通过 状态 方程 oy = 并 便 可 得 壁面 密度 

确定 壁面 压力 的 最 佳 (最 精确 ) 办 法 是 ,在 边界 上 用 某 种 简单 ( 单 俩 ) 格 式 求 动量 方程 ， 
将 解 投影 到 法 向 , 此 时 该 投影 并 不 等 于 零 .再 把 壁面 压力 进行 修正 ,使 得 该 投影 等 于 零 . 该 
FFE AEE BEAL. 

以 边界 ;= 1 为 例 ,很 设 边界 正好 与 网 格 面 := RA OR RE eR RAFE 
式 
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dw . ip 1 ， 
at tz Dik = DE, + z DE + Siko 
这 里 
Pina = Pia Piha) t CO Cipe t Biad Biag 
DO, = = UE FLY, ) + Gi kT GU ithe + Hi 一 H pat. 


ZTE ETRY A — AAP, RA ; a FAS AB SP. AR 
设 壁面 压力 为 零 ,于 是 Fi, =0. 由 此 算得 动量 的 三 个 分 量 


1 7 
mig) = (DIF, + PLUMI + Si? #0; 


1 . 
mp = (DE; + FDU + Sia #0; 


| 
FPE + S18 #0, 


EME FRER a= (nny n= (4.8.6) ++ ORB 
mie ) 一 mn, + mPa, + mEn. 


如 果 考 虚 压 力 影响 , 则 动量 在 法 向 的 投影 应 该 等 于 零 ,因此 必然 有 参见 式 (6.7) 
mY? + 2p, Jen, + En, + En) = 0. 


mip) = (DIP , + 


从 而 于 为 的 表达 式 为 
| min, + mPay + mPa, 
Pira =~ 9 TEn, + ny + Ene) 


6.3.4 ”其 他 边界 条 件 


6.3.4.1 进出 口 边 界 条 件 


可 以 用 与 远 场 边 界 条 件 类 似 的 办 法 定义 .值得 注意 的 时 ,一 般 进 出 口 条 件 往 往 通 过 实 
验 测 量 部 分 给 出 .例如 ,出 口 压力 ( 反 压 ) 往 往 给 出 . 


6.3.4.2 简易 边界 条 件 


简易 边界 条 件 包 括 对 称 条 件 ,周期 条 件 等 ， 
设 对 称 闸 法 向 舌 量 为 n , 则 对 称 边界 条 件 可 以 写成 
Ps T Pes 
(eV), = pv, 一 OV + nn, 
(pF), = (pE). 
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6.3.5 ”条件 化 预 处 理 特征 边界 条 件 


对 于 可 以 处 理 低速 问题 条 件 化 预 处 弄 方 程 ,特征 边界 条 件 必须 进行 修正 . 
对 于 来 流 条 件 ,针对 Y= (puru, w, S) 和 特征 矢 量 矩阵 (2.62) , 按 
POY, = IOV. k = 1,2,3,4; 
by, = TOV ik = 5; 


(A, — Vi) Cp, — pa) + foa lV, — Vad n = 0, 
(A-- Va Pe — Pe) + aoa CVa- Ve) on = 0, 

— n Cug uo) + my Cup Yo) +n (S, So) = 05 
= nelu — ua) + nli — wee) — nyl Sp ~ Seo) = 0; 


~ Asp Vw) + ny (wey, — wo) + an lS- Sm) = 0. 


由 最 后 三 个 甘 系 式 导 得 


S; = Sa. 
BHSE TER. 
整理 后 可 以 写 为 
A+ Po — À- e 
py = a LV al pus pb) = el Vo tn = Va > n)], 
A- F" 
V; n= Ven- a P- Po), 
1 
p= pa), 


ty = to tÈ V, n- Vo Rn,, 
Up = tot (Von — Vo: HA)n,, 
ty = tot (Vern - Vat nda. 
最 后 二 个 关系 式 表明 ,边界 上 切 向 速度 等 于 无 限 远 来 流 的 切 向 速度 . 
对 于 出 流 条 件 
(Ai— V,) (py — po) + boa (Vs — Vo)-n = 0, 
(A.— Va ps — pe) + ma lV- Vi) +n = 0, 
— nyu, — ue) + a, (vy — we) + ,(5, S) = 0, 
— nQ ug — up) + nyu, — we.) - ay(S, - 5.) = 0, 
— n.Cu > w) + ny Cw, — w.) + 0, (S, S) = 0, 
由 此 得 


A Po — À- P; 1 
Pa = we a LY + tlhe p) ~ pba? Von a V, 0], 
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‘R= oo aa Po cass 
b Da? t 
i 
m= Op}? 


up = He + Von WV, AA}n,, 
vw = wet Vn — Ve ay, 


wy, = w, +t (V:n Ve n)an. 


6.3.6 边界 条 件 的 隐 式 化 处 理 


6.3.6.1 隐 式 化 处 理 原则 


先 将 内 点 隐 式 格式 写成 下 面 的 形式 
LAW, = AWS], 
XH AW, 2 = WI, W ANAHE, L JARAT, AWO 为 格式 的 显 式 部 分 
(只 与 旧时 刻 的 值 有 关 ). 
将 边界 条 件 统 - 写成 
X, = SX,+D. 
REX YW SRE .特征 变量 ,基本 变量 等 ,S AER, D 为 边界 值 .将 上 述 条 件 隐 式 
化 得 
AX, = SAX,. 
由 于 格式 总 是 针对 守重 变量 ,所 以 必须 把 它 转换 成 守恒 变量 形式 , 设 
AX = Q''AW, 
则 有 瞻 式 边界 条 忻 变 为 
MAW, = NAW.. 
这 里 M=Q°'.N=sSQ'!. 
在 定常 问题 计算 中 ,将 边界 条 件 隐 式 化 可 以 大 大 加 快 收 敏 速度 . 


6.3.6.2 特征 边界 条 件 


设 雅 可 比 和 矩阵 N 按 下 式 对 角 化 
P-'NP = {A0,An,A0,A4 ,A ). 


这 里 44 二 V+a,A =V,- a, o= WV，, 对 于 特征 边界 条 件 ,有 QQ 1=P 1!=L-!1Az! 
( 见 第 一 章 2.1 4). 
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S=0 8BHBAU, 
S= 了 起 音速 出 口 ， 
S=Diag(0.0.0,0, DR FRAO, 
S=Tkag(1,1,1,0,D EŠ HO. 


6.3.6.3 对 称 和 国体 边界 条 件 


设 对 称 面 法 向 矢量 为 #, 则 Q@-1=1. 


1 Q 0 9 0 
0 l-n} ~nm, Onm, 0 
S= 0 -nn l- 3 =- HM, Of. 
0 -an, nA; l- n= 0 
0 0 0 0 1 


对 于 尤 茜 流 情况 ,固体 壁面 可 以 近似 按 对 称 条 件 处 理 . 对 于 夭 流 情况 ,可 以 近似 取 
Q =1, 


100 0 0 
0000 0 
S=|0 06 0 0 0 
0 0 0 0 0 
00 0 0 1 


6.3.7 分 区 计算 的 耦合 条 件 


耦合 条 件 的 构造 是 分 区 计算 的 关键 .为 了 简单 起 见 , 只 用 三 点 格式 ( 即 在 每 个 方向 格 
式 只 有 二 个 点 ) 来 讨论 . 多 点 格式 与 三 点 格式 相 比 多 了 几 个 内 边界 点 ,每 个 内 边界 点 可 用 
同样 的 方法 定义 耦合 条 件 , 因 而 没有 本 质 区 别 . 


6.3.7.1 对 接 网 格 


依据 使 用 正点 对 接 和 错 点 对 接 , 以 及 使 用 格 点 格式 还 是 格 心 格式 BORE A 
一 些 细微 差别 (Berger,1987;Rai,1986a,b;Lerat & Wu,1996;Wang & Caughey, 1993). 

Lerat 和 Wu(t1996) 针 对 有 限 体积 网 格 用 局 部 通 量 构造 法 对 错 点 对 接 建立 了 守恒 和 
无 条 件 稳定 的 耦合 条 件 . 先 考虑 二 维 问题 , 找 出 交接 线 上 被 两 侧 网 格 线 划 分 的 最 小 线段 . 
通过 以 最 小 线段 界定 的 小 单元 来 计算 最 小 线段 上 的 数值 通 量 ,然后 把 最 小 线段 上 的 数值 
通 量 投影 到 左右 阅 格 的 边线 上 ,达到 守重 看 合 . 

所 考 雹 的 对 接 网 格 如 图 6.13( 左 } 所 示 , 为 了 求解 单元 AA'B'B 中 点 的 差分 格式 ,项 要 
求 出 线段 AB 上 的 数值 通 量 . 线段 AB 被 网 格 线 CD 分 成 AC 和 CB 两 部 分 { 更 一 般 的 情况 
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下 被 分 成 多 个 小 线段 ) 


图 6,13 对 接 网 格 
ECHR MAR AAB BCEE’ FE 被 网 格 线 CDCHG) 分 成 两 部 分 


设 左边 区 域 任意 内 单元 边界 (i+ 立 , 访 上 前 数值 通 量具 有 如 下 表达 式 


fist, Ww = DPS, (ut uE) 


这 里 Ao HRM. 
于 是 对 于 左边 区 域 ,AB LARA Bh FRU: 
fh, = fact fra 


fac = wm 20" Lui, vf de 


fw =- a) I! OL (uty outa). 
o=-l 


这 里 w = |AC|/| ABI. 
设 右边 区 域 任 意 内 单元 边界 (7 土方 > ,7 上 的 数值 通 量具 有 如 下 表达 式 
gaby = DO gel oF", vE). 
g=-] 
对 于 右边 区 域 ,EF( 图 6,13 右 } 上 的 数值 通 量 由 下 式 计 算 : 
815 = ERG + EGP 


gus = ADOP Bol Vi tie) s 


gor =U- B20 ee (otf wif). 
RE p= | EG|/|EF|. 
条 件 (6.44) 至 (6.49) 栈 保证 守恒 又 保证 稳定 . 


(6.44) 
(6.45) 


(6.46) 


(6.47) 
(6.48) 


(6.49) 


SU FE 1 FA BAS AOR OR FF PT] WY AR ET RE, PA Ey Ud He SR E. 


例如 ,在 条 件 (6.44) 至 (6.49) 中 引入 时 间 灌 后 ,使 得 到 
fac 一 a 2480 fal wif vie) 


fon = A @) 2 (ule eT), 
s=-1 


(6.50) 


(6.51) 
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&E = BD Og, (vty, wie), (6.52) 
a= l 
gor = (1-8) > 0 aot ,ut). (6.53) 
5 一 一 ] 


详 后 耦合 影响 时 间 精 度 和 收 敏 速度 . 

不 难 将 上 述 方法 推广 到 三 维 间 着 .对 于 三 维 问题 , 先 找 出 交接 而 上 被 两 侧 网 格 面 划分 
的 最 小 多 边 形 .计算 最 小 多 边 形 上 的 数值 道 基 ,然后 把 最 小 多 边 形 上 的 数 信 通 量 投影 到 左 
ARRUA E, A USP RS. 


6.3.7.2 W WMR 


一 般 插 值 (Chesshire & Henshaw, 1990) 这 里 就 线性 插值 对 基本 原理 进行 简单 的 介 
绍 .所 依据 的 网 格 见 图 6.14. 左 (G1) 右 (G2) 网 格 享有 由 1-1 和 22 两 条 所 界线 界定 的 覆 
mi. FR Gl Pp Ra AR 1-1 的 网 格 单元 上 的 值 用 上 了 区 G2 相 分 网 格 单元 中 点 上 的 值 
进行 线性 植 值 .同样 , 子 区 G2 中 紧 靠 边界 线 2-2 的 网 格 单元 上 的 值 用 了 区 G1 相 邻 网 格 
单元 中 点 上 的 值 进 行 线性 插值 . 


图 6.14 覆盖 网 格 线性 插 信 


FES RMF EK G2 到 Gi 边界 的 插值 .以 GI 边界 上 上 网络 半 元 abed 为 例 .该 单元 中 点 
的 值 道 过 下 面 的 双 线 性 表达 式 得 出 
qz) = qu + gor t+ gay + gary. (6.54) 
为 了 求 得 系数 9 ,!= 1,2,3,4, 将 子 区 G2 上 与 单元 abed 相 邻 的 四 个 单元 3,4,5,6 中 点 的 
CAMEL geno Gay sgasswigr wx 代 人 式 (6.54) ,得 四 个 方程 ,由 此 可 以 唯一 地 确定 系数 
gf =1,2,3,4. 
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现在 考虑 从 子 区 G1 到 G2 边界 的 播 值 .以 G2 边界 上 单元 efgh 为 例 , 该 单元 中 点 上 

的 值 通过 下 面 的 双 线 性 表述 式 得 出 
gry) = qi t gor + gay + gazy. {6,55} 

为 了 求 得 系数 g ,1 二 1,2,3,4, 将 子 区 G1 上 与 单元 efgh 相 邻 的 四 个 单元 7,8,9,10 中 点 
的 已 知 值 a,v Caps Levis? gruvo 代 人 人 式 (6.55), 得 四 个 方程 ,由 此 可 以 唯 - -地 确定 系 
BK g ,= 上 2,3,4， 

通 量 插值 [Berger,1987} 考虑 图 6.1Sa 中 的 内 边界 单元 AA'BB. 为 了 计算 该 单元 中 
点 的 值 ,需要 先 求 出 与 内 边界 重合 的 单元 边界 AR 上 的 数值 通 量 kia BRR 
网 格 单元 边界 上 的 数 依 通 量 进行 线性 插值 求 得 .具体 算法 如 下 : 

DE AB 分 成 若干 小 线段 ,使 得 每 “小 线段 被 包含 在 G1 的 一 个 单元 网 格 中 (如 图 中 
的 BE,EA); 

2) 用 GL 中 的 数值 通 量 内 插 到 每 个 小 线段 的 中 点 (如 图 中 的 CD). A AKS 
见 (Berger,1987;Part & Sjogreen, 1994; Chesshire & Henshaw, 1994). 

3 将 各 小 线段 的 数值 通 基 相 如 ,得 AB 总 的 数值 通 量 , 如 对 于 图 中 所 示 的 情况 ,有 
hia = hg 十 hea. 

再 构造 插值 ”考虑 (2 中 的 内 边界 单元 ABCD( 图 6.15b) .该 单元 被 G1 中 的 网 格 线 
分 割 成 若干 个 多 边 形 ( ,1 =1,2,…,5). 用 如 下 积分 式 计算 单 元 ABCD 上 的 条 件 w: 


| wdrdy = 2j (eddy. 


图 6.15 通 量 插值 网 格 a 和 重 构造 插值 网 格 b 


上 式 石 端 中 ,每 个 积分 域 P, 上 的 被 积 函数 zw(x) 用 网 格 G1 中 的 数值 解 进行 重 构造 .最 简 
单 的 办 法 是 用 分 段 常数 重 构造 , 即 用 G1 中 包含 P 的 单元 中 点 值 直接 赋 给 wtx€ P,). 精 
度 更 高 的 办 法 是 用 分 段 线性 重 构造 , 即 用 G1 中 与 P, 相 邻 的 几 个 单元 的 值 通过 线性 插入 
HE Mw (xP). REA we (xO Pat Br+cy. 注 意 到 积分 关系 式 | (a + hr + 
eyidrdy = Aera(P)(a + dr, + cy). 其 中 (x sy JA PAULA Be. ART REPS 
AA EERS, RFF a HE L Eep Em T. 
 - 般 插 值 很 容易 推广 到 三 维 问题 ,只 项 掀 播 值 公式 (6.54) 或 (6.55) 改 成 下 面 的 公式 
即 可 : 
Gy z) = C++ 二 3 二 5 二 二 7 (6.56) 
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为 了 求 得 系数 gy 1S/S7, Rise PRA x ,y,z 较 近 的 8 个 点 上 的 已 知 值 即 林 . 

但 适量 插值 和 重 移 造 插值 排 广 到 三 维 问题 十 分 困难 . 一 般 认 为 一 般 插值 不 守恒 ,所 以 
有 激流 时 可 能 出 问题 . 但 根据 第 五 章 介绍 的 理论 ,如果 格 式 的 数值 夭 性 不 小 于 Roe 格式 的 
CCE BA HE CR ais ZEA) ,那么 一 般 搬 值 也 能 给 出 守恒 解 .因此 ,最 好 使 用 一 般 栖 值 加 具 
有 足够 数值 籍 性 的 格式 . 如 果 格 式 的 数值 蒜 性 不 满足 上 述 条 谷 ,那么 只 需 在 内 边界 附近 添 
加 数 俏 黏 性 ,也 能 获得 守恒 解 ， 


6.4 并 行 计 算 ? 
本 节 介 绍 并 行 计 算 的 一 些 重 村 概念 (Reoose & Driessche, 1995; Keyes, 1992). 


6.4.1 并 行 计 算 机 结构 


6.4.1.1 并 行 机 器 的 分 类 


基 二 指令 流 和 数据 流 的 处 理 方式 (单个 或 多 个 指令 /数据 流 ) 将 计算 机 分 成 三 个 主要 
类 别 ， 

SISD( 单 指令 单数 据 流 ) 系 统 . 它 是 包含 一 个 CPU 的 常用 系统 ,如 工作 站 和 计算 服务 
大, 因此 能 以 品行 模式 处 理 一 个 指令 流 . 现 在 许多 大 的 计算 服务 器 具有 不 止 -个 CPU, 但 
不 同 CPU 主要 用 兴 执 行 相 互 无 关 的 任务 (指令 流 ). 因此 ,这 种 系统 应 该 作为 一 组 SIST) 

SIMD( 单 指令 多 数据 流 ) 系 统 ,这 种 系统 具有 许多 (简单 的 ) 处 理 元 件 , 数 月 从 1024 至 
64k ,它们 都 可 以 在 封闭 步 又 里 对 本 同 数据 执行 同一 指令 .由 此 单个 指令 并 行 地 操作 多 个 
数据 项 目 . 

MIMD( 儿 指令 多 数据 流 ) 系 统 ,在 MIMD 系统 中 ,各 处 理 器 对 各 自 的 数据 独立 地 执 
行 不 则 的 指令 流 ,所 设计 的 硬件 和 软件 能 司 各 公理 器 高 效 地 配合 . 当 由 不 同 处 理 器 执行 的 
任务 共同 形成 - :个 作业 时 ,就 发 生 了 并 行 处 理 . 


6.4.1.2 MIMD 系统 的 内 存 组 织 形式 


根据 内 存 组 织 方 式 可 以 进 -- 步 划分 MIMD 系统 . 

DAFF MIMD 系统 .在 内 存 共享 MIMD 系统 中 所 有 处 理 器 使 用 一 个 公共 闪存 . 

2) 内 存 分 布 MIMD 系统 , 内存 分 布 式 MIMD 并 行 计 算 机 由 一 组 处 理 器 组 成 ,每 个 处 
理 器 都 有 自己 的 局 部 内 存 , 由 通讯 网 络 来 相互 联结 . 每 个 处 理 器 和 它 的 局 部 内 存 合 称 处 理 . 


D ”我 的 对 生 部 多 参与 了 本 节 的 整理 . 


BAR ”实用 化 基础 -257 


节点 , 每 个 处 理 节点 实际 上 就 是 一 个 完整 的 计算 机 ,运行 时 独立 于 其 他 节点 .节点 之 问 只 
能 通过 通讯 网 络 传 递 信息 来 进行 数据 交换 . 

3) 混 合 内 存 系统 .尽管 内 存 共享 和 分 布 式 系统 似乎 有 明显 的 区 别 ,但 许多 并 行 系统 使 
A -种 混合 型 内 存 管理 . 


6.4.2 并 行 计 算 机 编程 


内 存 共 享 和 内 存 分 布 并 行 设 计 中 并 设 有 了 明显 的 区 别 , 某 些 并 行 系统 采用 了 混合 型 内 
存 机 制 .然而 ,可 以 明显 地 区 别 两 种 不 同 的 编程 方式 ,内 存 共 享 式 编程 和 内 存 分 布 式 编程. 
在 两 种 模式 中 ,程序 在 运行 时 分 裂 成 一 些 于 过 程 并 行 处 理 . 大 部 分 情况 下 ,一 个 处 理 器 内 
能 处 理 一 个 子 过 程 . 


6.4.2.1 内 存 共享 编程 模式 


不 论 内 存 的 组 织 形式 如 何 ,内 存 共享 编程 方式 基于 公共 区 的 存在 , 即 每 个 处 理 器 能 通 
往 每 个 内 存 地 址 ,因此 ,处 理 器 之 避 的 交换 通过 摄取 ( 写 或 读 ) 共 享 数 据 来 实现 . 接触 共享 
数据 的 时 间 可 能 很 不 一 致 ,这 依赖 于 共享 数据 的 物理 位 置 (缓冲 器 ,局 部 存储 器 , 另 . -个 处 
理 器 的 存储 器 ). 

也 有 可 能 出 现 这 样 的 情况 ,不同 处 理 器 要 同时 使 用 公共 内 存 的 一 部 分 .在 此 情况 下 ， 
有 必要 进行 处 理 器 的 同步 控制 . 在 执行 一 个 程序 的 串 行 部 分 之 前 也 需要 同步 控制 ,以 确定 
所 有 的 处 理 器 在 串 行 之 前 已 完成 它们 的 并 行 操作 . 

在 内 存 共享 编程 方式 中 有 能 自动 实现 并 行 的 Fortran 和 C 编译 器 , 并 行 控制 可 以 针 
对 循环 ,也 可 以 针对 任务 ( 子 程序 ). 


6.4.2.2 ”内存 分 布 编程 方式 


在 内 存 分 布 式 编程 或 信息 传递 方式 中 ,处 理 器 只 能 接 能 自己 的 内 存 . 无 论 何 时 ,一 个 
处 理 器 需要 另 “个 处 理 节点 中 的 数据 时 ,数据 必须 在 处 理 节点 间 传 送 . 这 样 一 个 信息 传递 
或 数据 交换 步骤 包括 发 送 节点 的 信息 准备 ,通过 通讯 网 络 的 输送 和 目标 节点 的 信息 接收 ， 
羽 外 ,在 内 存 分 布 模式 中 也 有 同步 控制 问题 .可 能 一 个 处 理 器 中 还 没有 另 -个 处 理 器 所 需 
要 的 数据 ;在 此 同步 点 后 面 的 处 理 器 必须 等 前 一 个 处 理 器 赶 上 来 .为 确保 处 理 器 间 的 交流 
正确 进行 也 需要 同步 控制 . 

尽管 每 个 处 理 器 能 运行 -个 不 同 程序 ,但 最 常用 的 是 单程 序 多 数据 (SPMD) 形 式 ; 所 
有 处 理 器 执行 同一 程序 对 应 于 一 套数 据 的 不 同 部 分 ,这 就 需要 对 数据 和 对 其 进行 的 操作 
进行 分 配 .数据 分 配 必 须 使 得 处 理 器 癌 工作 负载 很 好 地 平衡 ,并 且 使 数据 交换 和 同步 控制 
量 最 小 . 

内 存 分 布 式 编程 经 常 比 内 存 共 潮 式 编程 难 .程序 员 必 须知 道 在 局 部 内 存 中 的 数据 位 
E ,并 且 可 能 需要 直接 地 移动 或 分 配 这 些 数 据 ,有 半数 据 分 配 和 所 有 必要 的 数据 交换 的 指 
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令 被 是 式 地 写 在 程序 中 .一 个 串 行程 序 常 常 需要 做 重大 改造 才能 使 之 并 行 ， 

内 存 分 布 式 程序 用 常规 诸 言 写成 ,用 一 个 数据 交换 库 来 进行 数据 交换 和 问 步 操作 . 基 
本 数据 交换 指令 允许 信息 在 和 任意 处 理 节 点 问 发 送 和 接收 . 送 来 的 信息 通常 在 目标 节点 由 
操作 系统 缓冲 , SAVARESE. BAR AK BS oA A 
EH- SE He EB he BGR AAR BK H) A Ud Fe. 

除 依赖 于 机 器 的 数据 交换 库 外 ,还 发 展 了 Ey FL SS HE EA 
系统 是 PVM, MPI 和 PARMACS. 这 些 库 或 环境 中 有 的 (如 PARMACS) & @ fe 8 34) 
和 并 合 向 量 和 第 阵 以 及 对 性 能 进行 眼 踪 和 分 析 的 指令 ,PVM 环境 可 以 用 网 络 把 工作 站 或 
微机 联 起 来 作 并 行 机 器 使 用 ,许多 独立 的 科研 小 组 已 有 能 力 建立 微机 并 行 机 群 , 数 日 从 儿 
台 至 几 千 台 不 等 .例如 ,北京 大 学 浅 流 国家 重点 实验 室 用 64 台 微 机 ,清华 大 学 计算 流体 力 
学 实验 室 也 于 在 筹建 类 似 机 群 . 


6.4.3 并行 性 能 参数 


并 行 操作 的 质量 经 常 由 得 到 的 加 速 比 或 效率 来 衡量 . 

一 种 并 行 算法 在 己 个 处 理 器 上 运行 所 得 的 并 行 加 速 比 由 这 个 并 行 算法 在 单个 处 理 
器 上 运行 时 间 与 在 已 个 处 理 器 上 运行 时 间 之 丝 来 定 立 .并行 效 率 等 于 加 速 比 路 以 P. E 
此 得 到 如 下 并 行 加 速 比 Stn ,也 ) 各 并 行头 率 Etn ,PP) 的 定义 


S(n,P) = TL ECan, p) = Sin.P) = oe of (6.57) 


n 表示 问题 的 尺度 ,本 (wn ,1) 和 全 (n ,PP) 指 算法 分 别 在 个 和 了 个 处 理 器 上 的 运行 时 间 . 

注意 (6.57) 设 有 给 出 任何 有 关 并 行 算法 质量 的 信息 . 它 只 衡 重 一 个 算法 被 并 行 操作 
的 好 坏 程 度 ,因此 ,还 得 补充 衡量 并 行 算法 数值 效率 的 信息 , 该 数值 效率 可 以 定义 成 单个 
处 理 器 运行 时 间 的 以 下 比率 :TewCn)ATCn,1). 此 处 ,Tww(n) 指 由 并 行 计算 机 的 一 个 处 


理 器 运行 已 知 速度 最 快 的 串 行 算法 所 需 时 间 . 并 行 加 速 比 (或 效率 ) 结 合 数值 效率 可 以 用 
来 定义 绝对 加 速 比 和 绝对 并 行 效率 ; 

z Tale <- SupP) _ Thala) 

Sin, P) = Ten p pE P?) = P = Pria, PY (6.58) 


实际 考虑 限制 了 定义 (6.58) 的 使 用 .首先 是 难以 确定 哪个 算法 是 最 好 的 品行 算法 ;这 可 能 
依赖 于 问题 尺度 n .指定 使 用 的 硬件 ,程序 编写 方式 等 ,另外 当 可 以 得 到 更 好 的 算 污 时 ， 
“最 好 的 算法 这 个 概念 便 随 时 改变 , 而且, 也 不 总 是 能 良好 地 实现 那个 算法 . 

一 个 有 书 个 处 理 器 的 机 器 运行 速度 一 般 不 能 超过 一 个 单 处 理 器 机 器 的 已 倍 实 , 即 有 
S€n,P)SP MECn, P)< 100% .现在 列举 一 些 可 能 引起 偏离 线性 加 速 比 关系 的 时 耗 ， 


1. 串 行 部 分 
一 台 并 行 计算 机 取得 的 加 速 比 可 能 因 存 在 一 小 部 分 固有 的 串 行 部 分 而 被 大 大 的 限 


D ”但 也 有 重逢 ,如 果 并 行 算法 从 正面 改变 于 数 秆 上 放 法 的 收 敏 速 遮 ,那么 并 行 效率 有 可 能 超过 100%. WLW & 
Zens 2000). 
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Hl. Amdahl 定律 表述 了 这 个 问题 : 令 a HATA TRE BS Ome. A 
有 六 个 公理 器 的 并 行 计 算 机 所 能 得 到 的 最 大 加速 比如 下 ， 
区 = L, (6.59) 
fo, 10% AFE E ITE es 7 AY Be A ER TE 10 以 内 ,而 与 有 效 
Sh FA ae BEAL AG, 

Amdahl sE AA PE BER RT A FP Bu Pe e TEE E hH E E 
AE GERERE EREI a 为 常 值 ) 时 是 有 道 埋 的 .但 实际 上 ,很 少 有 这 种 情况 ,因为 问 
题 的 尺度 往往 与 处 理 费 数 日 和 计算 机 的 性 能 成 比例 ,对 于 许多 计算 间 题 , 当 问 题 增 大 时 ， 
AMT ASS} a RR FOO. Ae, SBA KRI, a 依赖 于 处 盏 器 数 日 ,(6.59) 的 重点 性 减 
s9 F. Gustafson 等 大 用 另 一 法 则 代替 了 Amdahl 定律 , © a BT SAP PORE 
行 系统 在 计算 期 间 内 的 串 行 部 分 .能 得 到 的 最 大 加 速 比 如 下 : 

Sa, P) ZPU- ata. (6.60) 

S (mn 了) 通常 叫做 比例 加 速 比 . 它 等 于 Ta, 对 工人 2) 的 比率 ,三 (2.1) 是 并 行程 
厅 在 单个 处 理 器 上 要 运行 的 时 间 ,如 果 这 个 处 理 嵌 有 足够 的 有 效 资 源 { 内 存 ) .在 大 规模 应 
用 中 ,a 值 经 常 很 小 ,并 且 在 大 规模 处 理 器 上 得 到 非常 高 的 比例 加 速 比 ， 


2. 非 最 佳 算 法 和 算法 时 耗 


最 好 的 串 行 算法 经 党 很 难 或 不 可 能 并 行 化 (如 解 三 对 角 线 性 系统 的 托马斯 算法 ) 在 
那 种 情况 下 并 行 算法 可 能 比 串 行 算法 需要 更 大 的 计算 量 . 另外 ,为 了 避免 数据 交换 所 避 米 
的 时 耗 ,人 们 可 能 希望 在 不 同 处 理 器 上 重复 - 些 计算 ,而 不 是 让 个 处 理 器 计算 后 分 配 绩 
yE, 


3. RAKE 


HEAT HE mal E GECA EY ET REG I, QR LE SE. 这 种 方法 也 
FS cA RS ATRN T R HRE. OR AEA . 


4. 负载 不 平衡 


并 行 算法 的 运行 时 间 由 负载 最 多 的 处 理 器 的 运行 时 间 决定 . 当 计 算 负 载 不 是 均匀 分 
布 时 ,就 会 引起 负载 不 平衡 ,并 且 发 生 处 理 器 空转 :每 个 处 理 器 必须 等 待 别 的 处 理 器 完成 
指定 计算 


5. 数据 交换 和 同步 控制 时 耗 
任何 用 上 数据 父 换 和 同步 控制 的 时 间 是 纯 时 耗 ， 


Sín, P) 二 
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6.4.4 分 区 并 行 处 理 


6.4.4.1 引 A 


采用 网 格 分 区 特别 适合 计算 流体 动力 学 的 并 行 处 理 .这 里 将 注意 力 集中 在 内 存 分 布 
式 并 行 上 ,这 有 两 个 原因 :第 ,并 行 系统 中 只 有 内 存 分 布 系统 有 * 最 高 "并 行 结构 ;第 二 ， 
在 内 存 分 布 编程 方式 中 ,并行 控制 语句 必须 在 应 用 程序 中 明确 给 出 .为 内 存 分 布 系统 设计 
的 算法 也 能 在 内 存 共享 (或 混合 ) 系 统 中 很 好 地 运行 ,数据 分 配对 内 存 分 布 系统 是 必要 的 ， 
对 内 存 共享 系统 也 是 有 益 的 .下 面 先 以 显 式 格式 讨论 . 

每 个 网 格 点 上 的 计算 一 般 只 涉及 几何 相 邻 的 网 格 点 ,因而 使 并 行 变 得 很 容易 .通过 将 
网 格 分 裂 成 子 区 ( 子 网 格 ) 和 分 配 这 些 子 区 到 并 行 系统 的 处 理 器 ,就 能 达到 并 行 计算 的 日 
的 .每 个 处 理 器 对 分 配 到 那个 处 理 器 的 (单个 或 几 个 ) 区 进行 有 关 计 算 . 子 区 之 问 的 联系 
和 数据 交换 仅 与 相 邻 子 域 之 问 的 内 边界 有 关 . 

假定 将 一 个 一 维 结构 网 格 分 裂 成 几 个 大 小 相等 的 子 区 ,每 个 处 理 器 处 理 n, x an, T 
网 格 点 或 单元 .再 假定 显 式 时 间 积 分 基于 五 点 格式 BD 

uD) FCN Ee) 1) 

每 个 处 理 器 能 够 独立 计算 本 子 域 的 所 有 网 格 点 .为 了 计算 子 区 边界 上 网 格 点 上 的 值 ,处 理 
器 必须 还 知道 相 邻 子 域 与 本 子 域 边界 匹配 的 网 格 点 的 函数 值 zf. 这 个 数值 必须 从 相 邻 
处 理 器 中 取得 , 另 一 方面 ,边界 网 格 点 上 上 的 值 必须 送 到 相 邻 区 域 中 去 ,因此 在 每 步 积 分 之 
前 , 相 邻 的 处 理 器 必须 互相 交换 信息 . 


6.4.4.2 数据 交换 时 耗 分 析 


对 上 述 简单 模型 问题 , 若 问 题 斥 度 为 二 ,算法 在 一 全 有 P 个 处 理 器 的 并 行 系统 上 的 
运行 时 间 为 
Tia, P) = Tate + Temm: 
Tuu 指 计算 时 间 , Ti 指数 据 交 换 时 间 . 假定 除数 据 交 换 外 没有 其 他 时 耗 BB IT AT 
所 用 的 计算 时 间 是 
T(n, D) = P+ Tars 


AAIE LAHTE T Rh 
_ PT te _ P — — P 
SOP) = Tt Tom, Pann T+ 
+ Peale 
、 l 1 
Efn, P) = | 
| 十 tnin l4 fi 


了 cale 
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这 里 帮 二 本 mm 了 wwe 为 数据 交换 时 耗 与 计算 时 耗 的 比值 (时 耗 比 ), 如 果 天 很 小 ,中 得 近 
FERIER SO PSMA n, 一 1) ,每 个 处 理 器 发 送 和 接收 数据 的 数 
量 与 边界 网 格 点 或 单元 数 (2m. +2n) 成 比例 ,而 每 个 处 理 器 所 作 的 计算 量 则 与 区 域内 部 
网 格 点 即 单元 数 (n,n,) 成 比例 .对 于 模型 问题 ,我 们 有 

Peake = Cliyt cale» 

Tom = €2 7 240, + My) E comm 
ta d eS PS PAR SPF za EON are EPL TBD frm TE RR 3 BR PP ST TS AT TAL, cl ,ec2 为 
带 数 .由 此 得 到 -个 重要 公式 
ca 2(n, + ny) t omm 


f- = C n Xn, Lal” 

从 这 个 公式 可 以 看 出 ,时 耗 比 依赖 于 3 个 因素 : 

1 几何 特征 2(m + ma 衡量 "商界 线 对 表面 积 "的 比率 ,比率 越 小 六 的 值 越 
小 ; 

2) 机 器 特性 toomm /toae: 衡 量 数据 交换 速度 相对 浮 点 运算 速度 的 快慢 程度 ; 

3) 算 法 特征 c27cl: 浮 点 运算 二 很 大 (ei 大 ) 而 数据 交换 运算 基 小 (cz 小 ), 将 使 时 耗 比 
fo. 

通过 进一步 分 析 , 可 入 得 出 下 面 的 指导 性 原则 : 

1) 避 免 发 放 得 信息 ,大 部 分 数据 交换 系统 有 个 重要 特性 ,它们 其 有 相当 高 的 信息 启动 
时 间 . 相 邻 处 理 器 闻 的 一 条 信息 发 送 时 耗 可 写成 

Tín} = saraap + ME send 

这 里 n 指 信 息 长 度 ( 传 递 的 字数 ) ,twsmw 是 信息 启动 时 间 ( 由 软 人 硬件 弛 了 弄 引 起 ), 1s 是 每 
个 字 的 传送 时 间 . 许 多 系统 的 fs 大 大 超过 tron EB 1000 FR). 由 此 得 出 这 样 的 结论 ; 
应 尽 可 能 避免 发 送 许 多 短信 息 . 在 (6.61) 中 tmm 指 交换 一 个 字 的 平均 时 间 . 因 此 它 将 取 
决 于 发 送信 息 的 平均 长 度 :对 短信 息 有 fwemm 一 zaanp, 面 对 非常 长 的 信息 有 tom fma. 
当 用 (6.6 雪 分 析 并 行 算 法 时 必须 考虑 到 这 一 点 . 

2) 不 同 网 格 分 橡 方 法 .对 模型 问题 ,数据 交换 量 与 子 区 内 边界 的 网 格 点 数 成 比例 , 即 
与 子 区 ' 周 异 钱 ' 长 度 成 比例 , 当 子 区 大 小 一 定 , 如 果 每 个 方向 网 格 点 数 相 等 , 即 on, = ny, 
则 周 界 线 长 度 ( 因 面 数据 交换 量 ) 最 小 ,相应 的 子 区 称 “ 正 方形 子 区 '. 因此, 分裂 成 正方 形 
子 区 能 得 到 最 小 数据 交换 量 . 由 此 可 见 , 条 状 { 或 一 维 ) 分 烈 使 子 区 产生 长 边界 ,但 最 多 与 
浆 个 子 区 相 邻 , 块 状 (或 二 维 ) 分 裂 给 子 区 以 更 短 的 边界 ,但 多 达 4 个 相 邻 子 区 .因而 块 状 
分 贡 使 总 数据 变换 量 最 小 ,而 笨 状 分 末 使 发 送信 息 次 数 最 少 , 什 么 是 最 好 的 选择 依 搞 于 问 
是 和 并 行 计算 机 的 特性 . 当 信 息 启动 时 间 决 定 每 条 信息 数据 交换 时 间 时 ,条 状 分 裂 是 有 利 
的 .注意 到 所 有 方向 所 需 数 据 交 换 不 总 是 ' 等 量 ' 的 ,但 它们 可 能 依赖 于 问题 特性 或 数值 算 
法 .这 些 都 会 影响 区 威 分 裂 方式 的 选择 , 例如, 考虑 环绕 机 杜 的 N-S 方 程 的 求解 .使 用 滑 
流 模型 会 时 致 对 垂直 于 机 绅 的 那个 方向 的 依赖 (和 数据 交换 ) ,因而 适合 使 用 条 状 分 裂 . 

3 对 子 区 大 小 的 依赖 ., 当 每 个 了 区 所 揪 N = arxav 个 网 格 点 ,并 且 块 状 分 型 用 止 方 
FF Kr, = ny Et, 由 方程 (6,61) 得 


(6.61) 
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暗示 着 当 处 理 器 数 日 P 增 大 时 ,为 了 保持 并 行 效率 不 变 ,总 问题 尺度 M 也 增 大 ,这 时 疯 
为 M= NX PBR /oc 上 也 指明 ,对 给 定 的 (总 ) 问 题 尺度 M ,效率 和 加 过 比 随处 
状 数 日 增加 而 降低 (参见 Amdabl 定律 ). 这 个 分 析 只 在 当 数据 交换 只 是 相 邻 区 域 的 信息 
数据 交换 时 有 效 .任何 “总体 数 据 交换 "(如 ,将 局 部 残 信 加 起 来 计算 总 残 值 ) 暗 示 着 一 个 随 
着 处 理 器 数 日 增 加 而 增长 的 时 耗 比 .然而 ,这 种 总 体 数据 交换 的 相对 重要 性 经 常 很 低 ,不 
真正 影响 总 加 速 比 和 效率 ， 

4) 多 点 格式 和 三 维 网 格 , 上 述 分 析 在 用 其 他 计算 格式 代 蔡 五 点 格式 时 仍 有 效 .这 可 能 
有 必 妆 在 于 区 交界 而 使 用 更 宽 的 覆盖 区 即 履 盖 长 度 .在 郊 种 情况 下 信息 交换 量 (和 常数 
c2) 增 加 ,但 每 个 网 格 单元 上 的 运算 数量 {和 常数 cl) 也 增加 . 因此 ,数据 交换 时 耗 比 不 ， 
定 提高 ,在 三 维 网 格 情况 下 ,可 使 用 一 维 .二 维和 三 维 分 裂 ,十 是 ,交换 量 由 子 区 * 表 面积 对 
体积 "比率 决定 ,方程 (6.62) 中 的 分 母 相应 收 为 N13， 

5) 对 机 器 特性 的 依赖. 一 个 给 定 算法 的 加 速 比 和 并 行 效率 与 机 器 特性 ey oR HE 
例 . 现 有 的 不 同 并 行 系统 所 具有 的 这 个 特性 值 很 不 相同 , 因而 ,不 同 机 器 的 数据 交换 时 村 
比 根本 不 同 .注意 计算 机 生产 三 家 也 许 对 他 们 的 处 理 器 和 通讯 网 络 交替 升 级 . 处 理 器 升级 
而 不 同时 提高 数据 交换 速度 ,会 产生 很 大 比率 t/t EBT BRE. 

6) 对 问题 特性 的 依赖 .计算 流体 力学 应 用 的 特性 是 ,在 每 次 选 代 中 每 个 网 格 点 或 网 格 
单元 二 有 很 多 浮 点 运算 ,而 每 个 点 上 只 定义 少量 的 (种 进行 交换 的 ) 变 量 .所 以 在 数据 父 换 


时 耗 比 中 的 因子 将 很 小 结果 是 ,使 数据 交换 时 耗 比 达到 最 小 不 总 是 人 大 地 影响 加 束 比 


和 并 行 效 率 .然而 ,使 负载 不 平衡 减 到 最 小 总 是 重要 的 .因此 在 许多 情况 下 数据 交换 时 示 
比 最 小 和 负载 不 平衡 最 小 是 相 辅 相 承 的 . 


6.4.4.3 负载 不 平衡 分 析 


令 第 i PALA Ry TO Fl PHS Tok a P Pa 
AE LA RAR Ne). ee OP 
Tok. 
Aln, p) = Te 
如 果 运 算数 量 { 按 先后 顺序 计算 } 不 依赖 于 处 理 蟹 的 数目 ,并 且 数 据 交 换 时 间 和 处 塌 器 空 
转 时 间 可 以 忽略 , 则 负载 平 笑 因 耻 是 并 行 效率 的 很 好 估计 . 实事 上 在 这 种 情况 下 并 行 兹 率 
由 下 式 给 出 ; 
i T 241) _ X rm | pee 
PTa, P) PC T) Tek 


E(n,p) = 


WIA Etu, pæla, p). 
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EEA H HRI at EY a RE CT ae) 3 
Poe pee ab PERE ZB - 8. FER TP ,我 们 可 以 通过 分 析 一 个 迁 代 步 来 确定 加 速 比 
利 并行 效率 .假定 每 个 网 格 点 上 的 运算 量 为 常数 ,并 月 数据 交换 时 间 可 以 忽略 , 则 首 
Tnd) O M Narag 


PT On,P) PN Naa 
这 里 M 为 总 的 网 格 点 数 星 , N m A PK PN ver = MAP， 

仿 定 一 个 人 第 形 网 格 在 PP 个 处 理 骨 中 分 配 . 如果 网 格 不 能 在 处 理 器 中 相等 地 分 配 , 块 
状 分裂 将 引起 比 杀 状 分 烈 更 大 的 负载 半 突 因子 .分 裂 成 正方 形 子 区 将 导致 最 大 的 负载 平 
街 内 了 .其 最 小 的 负载 不 平衡 . 

《外 ) 迪 界 条 件 处 理 也 是 负载 不 平衡 的 可 能 来 源 . 实际 上 ,对 一 般 边 界 单元 作 的 计算 与 
内 单元 的 林 同 . 为 了 使 边界 条 件 处 理 引 起 的 负载 不 平衡 最 小 ,边界 单元 必须 尽 可 能 相等 地 
分 部 到 处 理 器 中 、， 


E(n,p) = 


6.4.4.4 并行 算法 的 数值 效率 


在 许多 情况 下 用 于 并 行 机 器 的 算法 不 同 于 用 于 惠 行 机 器 的 典型 算法 . 为 了 得 到 可 接 
受 的 并 行 效率 , 常 对 串 行 算 法 作 修 改 , 以 减少 数据 交 搁 或 同步 点 数量 ,这 可 能 使 算法 的 数 
值 效 率 恶 化 . 当 串 行 算法 不 能 简单 和 有 效 地 并 行 化 时 ,其 至 有 必要 使 用 具有 不 同 数值 特性 
(不 同和 运算 数量 ,不 同 收 伍 性 ,…) 的 完全 不 同 的 算法 . 


1. 显 式 格式 


如 果 执 行 了 所 有 必要 的 数据 交换 , 则 显 式 格 式 是 固有 并 行 的 出 且 并 行 (网 格 分 裂 ) 不 
影响 数值 特性 . 例如 ,多 步 Runge-Kutta 法 每 一 分 步 后 需要 进行 数据 交 摘 . 为 了 减少 数据 
交换 时 耗 , 可 以 只 在 完全 时 间 积 分 步 后 更 新 数据 ( 即 进行 数据 交换 ). 省 略 一 些 数 据 交换 会 
F Bo E HE Ne a FE ,但 能 获得 更 高 的 总 加 速 比 ， 


2, 隐 式 格式 


当 使 用 隐 式 方法 时 情况 更 复 森 ， 

(1) 假 定 用 点 松弛 方法 解 生成 的 线性 系统 . 雅 可 比 松弛 是 固有 并 行 的 ,在 这 种 情况 下 
数据 从 换 需要 与 上 面 的 模型 问题 完全 : 样 .高 斯 - 赛 德尔 松弛 通常 有 揭 好 的 收 和 化 性 .在 串 
行 计 算 机 上 ,典型 的 高 斯 - 赛 德尔 选 代 按 指定 顺序 打 过 网 格 单元 .在 向 量 或 并 行 计 算 机 上 
峰 格 点 需 按 红 - 黑 交 蔡 顺序 排列 . 先 对 所 有 Se "点 并 行 运算 ,然后 计算“ 黑 "点 .自然 (字典 
式 ) 顺 序 的 高 斯 - 赛 德尔 法 和 红 - 岂 央 序 的 商 斯 - 赛 德尔 法 在 收 伍 速度 上 是 完全 不 同 的 , 

(2) 当 使 用 入 松弛 时 ,必须 求解 (分 块 } 三 对 角 系 统 . 这样 便 有 同一 网 格 线 上 网 客 点 之 
疗 的 相互 依赖 .如 果 只 对 一 个 方向 扫描 ,那么 下 对 前 系 统 (以 及 相应 的 数据 依赖 } 只 定义 让 
这 个 方 辐 上 .通过 使 用 条 状 分 独 , 则 可 保证 每 个 三 对 角 系 统 只 属于 -个 处 埋 器 .于 是 每 个 
系统 仍 可 用 最 佳 串 行 算法 托马斯 算法 求解 ,如 果 使 用 块 状 分 裂 ,或 者 对 不 同方 向 使 用 列 松 
地, 则 (部 分 ) 二 对 角 系 统 被 分 布 于 处 理 节 点 之 间 . 这 就 需要 修改 隐 式 系统 的 算法 . 算 子 并 
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行 法 (Wang,1981) 邯 属于 这 种 新 的 算法 .然而 ,这 些 解法 的 运算 量 比 托马斯 算法 高 约 2 倍 
从 而 它们 的 数值 效率 很 低 , 并 且 它 们 也 包含 岂 行 部 分 .因为 必须 解 许多 下 对 角 系 统 ,后 者 
的 缺陷 可 以 道 过 平 顽 分 配 串 行 部 分 于 各 处 理 茧 中 来 避免 (以 一 些 数据 交换 为 代价 ). 

3) 在 求解 大 明 三 对 化 系统 的 一 种 震 代 方法 中 ,可 以 以 流水 线 方 式 使 用 托马斯 算法 ， 
因为 这 些 并 行 三 对 角 系 统 解法 与 托马斯 算法 相 比 有 低 ' 数 值 黎 率 ' ,以 数据 交换 为 代价 ,也 
许 值 得 用 托马斯 算法 .然而 这 种 方法 导 敏 许多 短信 息 交 换 和 (流水 线 过 程 的 开始 和 结束 时 
的 ) 贷 载 不 平衡 . 田 一 种 替代 方法 是 用 如 下 的 方式 求解 双向 三 对 角 系 统 .我 们 知道 如 果 对 
数据 采用 条 状 分 裂 , 则 对 其 中 的 一 个 方向 三 对 角 系 统 叮 用 托马斯 算法 求解 .如 果 人 们 将 不 
同 的 条 状 分 裂 用 于 算法 的 两 个 阶段 ,使 得 在 每 一 阶段 任 -三 对 角 系 统 只 存 于 -个 处 理 器 
中 , 则 在 两 个 方向 都 可 用 托马斯 算法 ,这 要 求 数据 对 两 个 阶段 是 完全 透明 的 . 因 两 个 阶段 
数据 的 完全 透明 化 引起 的 数据 交换 量 与 每 个 处 理 器 含有 的 两 格 点 数量 成 比例 .因为 计算 
所 消耗 的 时 间 与 上 面 有 同样 的 性 质 ,所 以 并 行 效率 还 是 可 以 接受 的 . 在 具有 不 规则 边界 的 
有 限 差分 网 格 上 实现 装 隐 式 ADI 时 间 积 分 , f 而 的 第 -个 方法 以 总 效率 衡量 是 最 有 将 
的 . 

(4) 解 偏 微分 方程 的 并 行 算 法 也 可 基于 数学 音义 上 的 区 域 分 解 ,在 Schwartz 区 域 分 
型 方 法 中 使 肌 覆 盖子 区 .在 子 区 边界 用 近似 解 , 分 别 在 每 个 了 区 上 解 微分 方程 .产生 的 近 
似 解 提供 了 解 相 邻 (覆盖 ) 子 区 边界 的 新 的 近似 值 ,必须 用 选 代 法 重复 这 个 过 程 .在 Schur- 
complement 方法 中 ,用 非 福 盖子 区 . 子 区 问题 按 定义 在 了 区 边界 上 的 变量 求解 . (通过 求 
解 交 办 而 问题 或 "Schur-complement "问题 ) 计 算出 边界 上 的 变量 后 ,就 能 确定 子 区 里 面 的 
变量 .注意 这 两 种 区 域 分 解 与 不 用 分 解 相 比 ,都 需要 做 额外 计算 .这 些 额外 计算 必须 看 作 
由 并 行 引 起 的 算法 时 耗 . 

(5)Wu 访 Zou(2000) 最 近 采 用 覆盖 分 区 算法 进行 并 行 计算 ,所 研究 的 方法 具有 下 面 的 
特性 :不 需要 修改 托马斯 算法 ;在 每 一 时 间 步 不 李 进 行 选 伐 ; 对 于 定常 问题 具有 接近 串 行 
算法 的 收 人 速度 ;对 于 非 定常 问题 不 改变 串 性 算法 的 精度 . 定 于 定常 问题 ,该 方法 基于 吴 
子午 提出 的 最 优 覆 盖 长 度 (Wu,1996 1) ， 

A) 对 于 定 带 问题 EASE SRG BA EP. 如 果 使 用 中 心 耗 散 格 式 , 则 并 行 效 率 在 覆 
MRE CE mE RAT EU CFL 数 时 最 太 ; 如 果 使 用 迎风 格式 , 则 并 行 效率 在 覆 盖 
长 度 为 2 时 最 大 ; 

B) 对 于 非 定 常 问 题 , 使 用 的 是 覆盖 -投影 技术 { 名 第 四 齐 )， 


6.5 实际 计算 的 其 些 经 验 


实际 计算 中 有 一 些 经 验 性 东西 ,很 难 对 这 些 经 验 性 东西 说 出 严格 道理 .它们 的 介绍 对 
于 编程 者 或 许 有 一 些 用 处 . 
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6.5.1 SRST 


一- 般 通过 求解 时 间 相 关 流动 以 获得 定常 流动 状态 . 为 了 使 计算 能 收 化 ,必须 满足 如 下 
儿 个 条 件 : 

站 内 点 格式 最 好 是 耗 散 型 的 . 

2) 边 界 格式 保证 GKS 稳定 .如果 内 点 格式 耗 散 ,边界 格式 GKS 稳定 ,那么 当 网 覆 点 
数量 足够 多 从 而 各 边界 相 于 影响 可 以 她 略 丰 计时, 则 保证 (线性 ) 收 伍 . 

3) 雪 始 条 件 的 选取 要 适当 . 大 们 往往 认为 通过 工程 估算 办 法 给 出 近似 解 作 为 切 场 能 
大 大 加 快 收 伍 速度 .实际 上 ,如 果 内 点 烙 式 和 边界 处 理 恰当 , 则 给 均匀 流动 作为 初 场 也 能 
保证 收 谢 . 如 果 使 用 好 的 计算 方法 ,那么 收 笋 到 机 器 零 所 需要 的 时 间 几 乎 与 初试 条 件 无 
*. 

A) PAREA IA FG AE S A E E E E E E-A, BS RA. 如 
时 与 初始 条 件 有 尖 , 则 要 么 边界 处 理 不 恰当 ,要么 计算 述 没有 真正 收敛 ， 

AT MR GORE ,减少 计算 量 , 往 入 需要 采取 一 些 特 呈 措 施 . 主要 有 如 下 几 种 办 法 : 

1) 选 用 收 合 速度 快 的 格式 . 一般 而 言 , 耗 散 越 大 ( 即 对 于 同样 的 波 数 ,放大 邱 阵 的 谱 半 
径 起 小 ), 收 合 速 度 越 快 ,而 耗 散 越 大 (如 -BE oh) ,定常 解 的 精度 又 越 低 ,所 以 收 侣 
RE SARA FS. 

2) FAL = et Br TY A a «en re yD eH AR, Pt St P poni ES 
DEE. A A Ree EAT EITE RE RE E KR. SE 


u, + (3) =0, 


相应 的 一 阶 迎 风格 式 为 


utl = wr — Fe 一 DG = 入 
这 里 k AWA, 分 别 为 时 间 步 长 和 空间 步 长 ,稳定 人 性 条 件 为 


CFL = tit <]. 
i 


如 果 取 当地 时 间 步 长 从 而 有 CFL- Const, 则 相应 的 格式 退化 为 
an! = uy 一 CFL, (u, 一 uj)". 


这 里 
it 7t 
g — Met it a] 
; 2u; 


因此 ,对 于 非 线 性 伯 格 斯 方程 和 任意 非 均 匀 网 格 ,如 来 选 用 当地 时 间 步 长 , 则 格式 近似 等 
价 于 下 而 的 均匀 网 格 上 的 线 性 运输 方程 的 格式 
unl = uy ~ CFLC ity 一 wea). 
AA Ti ST VA DR ERAS ne FE BE . 
3) 选 用 隐 式 格式 , Be Hy FE BSE aL a 
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Aut!) + A Att = Awl) =~ at = wt), a = 8. 


i 
HM WEE 8 A 


(V0 -aF 4 2a = Ajos A> B= 0( 显 式 格式 )， 
plé) = pme d ~ B= RARE) 
wT +A + 2AC1 + Acos + AC 
HER A T SDE ae, Bek FE AE KR. a A a ea AC A 越 大 ), 则 
对 于 隐 式 格式 oS), MA TE he i oR BE ER E pri H AER PE AE A a, IH fE 
步 长 还 是 在 限制 ), 劳 外 , 隐 式 格式 的 求 首 也 有 -… 些 特殊 加 快 收 敏 速 度 的 方法 ， 

4) 采 用 允 层 网 恪 技术 .这 与 其 它 偏 微分 方程 数值 求解 类 似 . 可 以 参 冰 文献 (Lin， 
1998), 

WHR RA lgR RRRA n 的 变化 过 程 , 则 往往 会 出 现下 而 的 情况 : 

DIRAE. Sj SSN 时 ,所 给 的 均匀 来 流 与 团体 边界 发 生 强 刻 的 非 线性 
作用 并 使 流 场 很 忆 与 边界 条 件 相 适应 . 残 值 很 快 掉 两 个 左右 的 量 级 ,和 而且 收 化 曲线 波 站 较 
K, 

2) 激 波形 成 与 移动 过 程 . 当 Nana NM 时 , 因 激 波 还 在 形成 和 寻找 其 恰当 位 置 , 残 
值 基 本 维持 在 同一 个 量 级 木 变 ， 

3) 线 性 收 仇 过程 , 当 渡 过 非 线性 过 程 后 , 收 敏 曲线 呈 规 则 变化 ,直线 下 降 , oe Oe h 
线 在 下 降 过 程 中 出 现 较 大 波动 , 则 表明 没有 使 用 无 反射 边界 条 件 . 当 达 到 机 器 零 时 不 再 有 
明显 变化 ， 


6.5.2 计算 不 稳定 的 表现 形式 .诊断 与 解决 方法 


用 计算 机 运行 程序 对 某 流动 问题 进行 计算 的 过 程 中 ,可 能 出 现 不 稳定 . LEA TR 
现形 式 : 

D) 由 于 线性 不 稳定 , 残 值 -- 步 - - 步 放大 . 有 时 很 快 到 到 无 穷 大 { 指 机 器 允许 的 最 大 
们 ). 随 着 计算 数据 一 步 一 步 放大 .计算 速度 可 能 变 得 十 分 缓 伐 ( 接 近 机 器 所 允许 的 最 大 什 
时 ,运算 速度 可 能 变 悍 ,这 也 与 机 器 有 关 ). 数 据 大 到 一 定 程度 后 ,可 能 庆 起 压力 或 密度 为 
负 或 为 零 

2) 由 于 非 线性 不 稳定 或 其 他 原因 ,尽管 误差 不 放大 ,但 计算 的 数值 解 设 有 任何 意义 
(如 出 现 压力 或 密度 为 负 为 零 )， 

3) 出 现 除 零 或 负数 开 根 号 或 万 限 大 数据 的 任何 运算 等 非法 运算 后, 计算 会 出 现 这 样 
的 可 能 性 :要 么 立即 自动 停止 运算 (跳出 ) ,所 有 计算 的 数据 全 部 丢失; 要 么 先生 成 可 以 亿 
回 部 分 数据 的 Cone 文件 (一 般 特别 大 ,需要 很 长 时 间 储 存 ,在 储存 过 程 中 机 器 往往 没有 了 响 
应 ) 后 再 跳出 ;要 么 继续 运算 ,数据 没有 任何 意义 (如 果 打印 数据 ,形式 为 -. 些 无 法 理解 的 
符号 ). 

如 果 属 于 线性 不 稳定 (出 现 残 值 侠 这 安 人 ), 则 有 丙 方 面 的 原因 ;: 

1) 属 式 或 边界 处 理 本 身 不 稳定 .格式 不 稳定 的 可 能 性 较 小 ,因为 如 果 是 格式 研究 各 ， 
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他 应 该 研究 稳定 的 格式 ;如 果 是 格式 应 用 者 ,他 应 该 使 用 比较 成 熟 的 格式 .往往 出 自 边界 
处 理 ,因为 格式 与 边界 条 件 不 能 随意 组 合 ,否则 可 能 出 现 不 稳定 ,通过 打印 局 部 残 值 , 也 可 
以 看 出 残 值 在 什么 地 方 放大 最 快 ,由 此 确定 问题 发 生 在 什么 地 方 .在 边界 处 理 不 稳定 情况 
下 ,方法 研究 者 可 以 通过 稳定 性 理论 指导 研究 稳定 的 方法 .应 用 工作 者 可 以 更 改 边界 处 
理 , 先 使 用 精度 最 低 稳定 性 最 好 的 处 理 .保证 稳定 后 再 试探 性 加 精度 更 高 的 边界 条 件 . 

2) 格 式 或 边界 处 召 本 身 稳 定 . 此 时 往往 程序 编写 出 现 了 锥 误 .这 种 错误 可 能 对 任何 人 

会 出 现 .出 现 这 种 情况 后 ,需要 化 大 量 时 间 去 检查 软件 ， 

如 有 果 属 于 非 线性 不 稳定 或 其 它 原因 (使 计算 因 除 零 或 其 它 非法 运算 跳出 ) ,那么 原因 
的 诊断 和 解决 将 十 分 困难 ,可 以 从 下 面 儿 点 人 手 . 

《1) 如 果 所 计算 的 问题 属于 强 非 线性 问题 ,如 强 激 波 问题 、. 滑 流 问题 {( 带 源 项 处 理 ) ,化 
学 反应 问题 等 ,检验 一 下 程序 对 更 简单 问题 是 否 能 运行 . 如 果 能 运行 , 则 说 明 非 线性 不 稳 
定 来 自强 非 线 性 效应 , 要么 在 强 非 线 性 区 域 使 用 精度 更 低 稳定 性 更 好 (更 皮 式 ) 的 计算 方 
法 ,要 么 几 精 度 更 低 的 方法 计算 一 个 几乎 收 敏 的 初 场 , 再 用 本 来 要 用 的 格式 完成 最 后 的 先 
fÈ. 

(2) 如 条 是 在 起 动 过 程 出 现 困 难 , 则 往往 在 边界 附近 出 现 非 法 运算 .此 时 可 以 换 用 精 
度 更 低 的 边界 处 理 启动 ,或 者 开始 计算 时 选择 更 小 的 时 间 步 长 . 

有 时 间 题 还 出 在 其 他 一 些 方面 . 例如 ,如 果 某 些 参数 没有 赋值 ,…- 般 机 器 可 能 查 不 出 
来 ,从 而 出 现 程 序 在 某 些 机 器 上 能 运行 ,而 在 另外 -- 些 机 器 上 不 能 运行 的 情况 .还 有 一 些 
其 他 情况 , 比如 , 果 用 单 精度 和 双 精 度 计算 ,或 使 用 不 同 字 长 的 机 器 进行 计算 ,往往 对 于 需 
要 判别 正 负 和 为 零 的 运算 会 出 现 不 同 的 结果 ， 


6.5.3 结果 可 靠 的 必然 因素 与 偶然 因素 ,物理 涡 与 数值 涡 


在 应 用 软件 计算 某 具体 流动 问题 时 ,可 能 出 现 某 些 结果 与 实验 结果 十 分 接近 , 革 些 误 
差 较 大 的 情况 . 除了 计算 方法 的 精度 外 ,有 时 还 有 一 些 其 他 因素 ， 

首先 是 必然 因素 . 同样 的 计算 方法 ,用 到 不 同 的 流动 问题 ,计算 精度 不 一 样 . 例如 , 超 
音速 问题 的 计算 结果 往往 比 亚 跨 音速 结果 要 好 .这 是 因为 , 超 音 速 问题 各 特征 波 的 传播 速 
度 比较 接近 ,而 且 主 要 是 单 向 传播 ,所 以 各 特征 分 量 误差 之 间 的 者 合 积累 效应 小 . 对 于 亚 
音速 流动 ,不同 特 征 分 量 所 对 应 的 波 的 传播 方向 不 一 样 ,相互 之 间 的 耦合 作用 强 , 误 差 容 
易 积 累 . 对 于 器 音 速 流动 , 除 有 亚 音速 流动 同样 的 问题 外 ,在 音速 附近 方程 展示 某 种 刚性 ， 
误差 容易 被 放大 ， 

还 有 一 些 不 容易 知道 具体 原因 的 偶然 因素 . 例如 ,用 殉 拉 方 程 计算 流动 问题 时 , 某 些 
物理 量 如 升力 系数 可 能 比 用 N-S 方程 的 结果 好 . 这 是 因为 ,采用 欧 拉 方程 因 没 有 计 入 附 
而 屋 的 影响 升力 系数 被 高 估 了 .但 -- 般 格式 有 振幅 误差 (大 小 与 网 格 稀 密 等 有 关 ) 从 而 使 
升力 系数 被 低估 .两 种 效应 相抵 ,可 能 反而 出 现 正 好 与 实验 结果 相符 较 好 的 结果 ,还 有 一 
些 大 为 的 因素 . 比如 在 收 敏 过 程 中 升力 系数 在 上 下 脉动 ,如 果 正 好 脉动 到 与 实验 结果 一 臻 
时 停止 计算 , 便 出 现 伪 相 符 现 象 

从 流体 力学 旋涡 动力 学 理论 (理想 正 续 流体 旋涡 不 生 不 灭 ) 知 道 , 如 果 初 场 为 无 旋 流 
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动 (如 均匀 流 初 始 条 件 ), 则 使 用 欧 拉 访 程 不 会 算出 涡 来 .但 实际 计算 中 用 欧 拉 方 程 也 能 算 
出 温 来 ,而 且 数 信 涡 御 往 能 定性 地 反映 出 某 种 物理 涡 . 常见 到 这 样 的 间 题 ; 欧 拉 方 程 为 什 
ARR IA? RAAR TARR EEA? 

实际 上 ,即使 止 确 理解 这 个 问题 ,也 需要 有 较 强 的 流体 力学 基础 知识 . 如 果 我 们 注意 
-下 路 拉 方程 的 计算 结果 , 则 不 难 发 部 竟 都 是 从 几何 奇 点 ( 旋 成 体 头 部 、 辟 身 组 合 处 、 双 二 
ARBA AR SBA . 尖 尾 鞭 型 尾部 等 ) 拖 出 来 的 . 刘 果 物体 存在 尖 前 缘 或 者 尖 尾 缘 ( 如 
机 鞭 ), 那 么 由 于 生 性 作用 ,在 尖 缘 处 必然 满足 所 谓 的 库 塔 条 件 , 即 流体 不 能 绕 过 尖 缘 流动 
(否则 速度 趋 于 无 限 大 ) 而 只 能 出 现 这 样 的 情况 :物体 上 下 表面 的 流体 在 尖 缘 处 会 合 . 这样 
会 合 的 结果 便 使 绕 物 体 表面 产生 了 环 晤 ,相间 于 存在 一 个 渴 管 , 涡 管 壁 与 固体 壁面 重合 . 
涡 管 强度 与 来 流 条 件 和 物 面 几何 形状 密切 相关 ,根据 旋涡 动力 学 基础 , 涡 管 强度 在 涡 管 中 
为 常数 而 且 不 能 终止 ,因此 根据 几何 体 的 性 质 不 同 会 出 现 如 下 两 种 特殊 情况 ; 

1 如 果 物 体 有 限 ,如 飞行 器 ,那么 在 物体 终止 的 地 方 ( 如 三 维 机 查 的 避 尖 或 翼 梢 处 ) 抢 
BRK. 

2) AOR PER ARAB REY SLA ARETE — 2 (HURL ZARNA) Wh FR 
因 满 足 库 塔 条 件 引 起 的 涡 管 强度 不 一 样 ,者 在 结合 处 不 能 平衡 掉 , 所 以 必然 拖 出 -个 涡 
来 , 拖 出 的 澳 的 强度 等 于 二 者 之 差 . 

BURA BAB AALS BE ,但 格式 都 或 多 或 少 存 在 -- 点 数值 黏 性 ,数值 竺 性 与 交 
何 麻 点 处 的 大 梯度 相互 作用 便 使 库 塔 条 件 自动 满足 .一 旦 库 塔 条 件 满足 ,( 拖 出 的 ) 温 的 强 
度 便 只 依赖 来 流 条 件 和 物体 几何 形状 ,而 与 (物理 或 数值 ) 黏 性 大 小 关系 不 大 .这 就 是 为 什 
么 欧 拉 方 程 能 算出 涡 来 , 面 这 些 涡 又 正好 与 物理 神 相 对 应 甚至 定量 相符 的 原因 . 

虽然 如 此 ,必须 注意 如 下 两 点 : 

1) 在 尖 绿 附近 网 格 必需 足够 密 而 且 格 式 精度 足够 高 ,否则 数值 昔 性 的 作用 体现 不 出 
来 从 而 使 库 塔 条 件 不 能 真实 满足 .这 就 是 为 什么 有 时 能 算出 涡 来 .有 时 只 能 算出 部 分 涡 来 
的 原因 . 

2) 这 里 指 的 涡 不 同 于 因 流 动 分 离 引 起 的 涡 . 用 网 拉 方程 - - 般 不 能 算出 分 离 滴 来 . 
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和信 们 总 是 喜欢 问 这 样 的 问题 :对 十 所 考虑 的 问题 到 底 选 用 何 种 计算 方法 ?通用 软件 

是 省 可 以 解决 所 有 问题 ?计算 结果 是 涯 可靠? 与 实验 结果 相 比 误差 可 否 小 于 多 少 ? 计算 
BY AR ESE IR? 

这 种 问题 很 难 给 以 令 人 信服 的 解答 .实际 上 个 人 经 验 很 重要 . 以 下 是 -Fh 

复 ， 

针对 不 同 的 流动 问题 应 该 使 用 不 同 的 计算 方法 .但 人 们 正在 尽量 寻求 所 谓 的 统 - 计 

算 方法 ,如 不 可 庄 -可 压 流动 统一 计算 方法 ,连续 流动 -稀薄 气体 流动 统 算法 等 .尽管 80 

年 代 就 有 学 者 指出 ,计算 方法 已 经 成 熟 , 已 经 可 以 解决 所 有 问题 了 ,但 计算 方法 还 在 发 展 ， 

还 可 能 有 突破 性 发 展 ,方法 的 选取 受 所 在 的 实验 室 历 史 传 统 的 影响 ,如 果实 验 窗 的 开拓 者 
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由 已 曾 开 发 或 习惯 了 -种 方法 , 则 以 后 的 研究 者 一 般 ( 不 敢 不 ?沿用 或 发 展 同样 的 方法 - 方 
AAA 定 举 出 令 人 人 信服 的 (实际 上 许多 结果 中 是 最 好 的 ) 结 果 , 表明 自己 的 方法 的 优 
越 性 . 不 党 约 东 的 研究 者 往往 封 大 量 已 经 存在 的 方法 进行 客观 比较 ,通过 一 定 的 积累 和 相 
互 父 流 产生 共识 ,最 后 是 综合 性 能 较 好 或 者 推广 工作 做 得 较 好 的 方法 被 大 量 使 用 . 

尽管 有 通用 性 很 强 的 商业 软件 .但 不 存在 可 以 解决 所 有 问题 的 软件 .例如 ,用 于 工程 
问题 的 商业 软件 精度 相对 较 低 , 不 能 几 于 解决 精度 要 求 很 高 的 机 理 问 题 研究 .目前 市 场 上 
存在 人 旦 商业 软件 ,各 自 的 广告 都 做 得 特别 漂亮 ,都 能 方便 地 解决 许多 工程 应 用 问题 , 购 
买 软件 时 除 需 要 了 解 软件 所 具备 的 功能 是 否 满足 实际 问题 需要 外 ,其 他 考虑 应 该 与 购买 
一 般 商 由 的 考虑 (价格 .包装 .广告 效 应 等 ) 相 类 但. 

计算 结果 是 否 可 靠 与 软件 使 用 者 对 方法 的 理解 和 流动 问题 的 理解 以 及 所 遇 到 的 具体 
问题 很 布 关系 .计算 结果 应 该 与 实验 结果 进行 比较 ,基本 符合 后 才能 推广 应 用 于 同类 问题 
其 它 相近 的 流动 条 件 的 计算 ,和 青 则 可 能 会 因 程序 编写 错误 .给 了 错误 的 流动 条 件 (包括 来 
流 参 数 .几何 条 件 .边界 条 件 ) ,计算 精度 差 (方法 精度 低 .网 格 太 粗 物理 模 型 如 消 流 模型 
不 合适 ) 等 原因 使 得 计算 结果 严重 偏离 实际 结果 ,计算 结果 可 靠 与 否 并 不 意味 着 它 能 与 实 
HAAS CAME .任何 方法 包括 实验 测量 都 会 有 误差 .可靠 性 的 正确 理解 应 该 是 ， 
在 软件 使 用 没有 错误 的 前 提 下 ,在 多 大 程度 上 可 以 搂 爱 计 算 的 误差. 计算 结果 的 可 靠 性 与 
所 考虑 的 问题 的 类 型 有 关 . 如果 所 解决 的 问题 属于 超 音 速 流动 ,此 时 计算 结果 … 般 比较 可 
侍 . 如 果 属 于 跨 音 速 流动 , 则 计算 结果 与 数值 方法 的 精度 ,几何 奇 点 的 处 理 . 消 流 模型 的 选 
取 等 有 很 大 关系 ,不 同 流动 参数 的 精度 也 不 一 样 , 与 压力 有 关 的 参数 一 般 能 算得 准 一 点 ， 
而 摩擦 力 的 精度 一 般 较 差 . 

正 内 如 此 ,计算 一 般 不 能 代替 实验 , 既然 如 此 ,为 什么 还 要 进行 计算 ? 这 牵涉 到 如 向 
理解 计算 的 作用 问题 . 

首先 ,计算 与 实验 在 解决 实际 问题 中 可 以 起 互补 作用 .用 实验 验证 的 计算 方法 与 软件 
可 以 对 许多 流动 条 件 进 行 计算 ,得 出 指导 性 与 方向 性 结果 .而 如 此 进行 实验 费用 太 高 . 利 
用 计算 结果 可 以 近似 选择 最 佳 设计 .最 后 用 实验 进行 修正 或 证 实 . 

其 次 ,计算 可 以 解决 一 些 实验 不 能 处 理 的 问题 .对 于 许多 工程 问题 ,在 实验 室 很 难 实 
现 其 真实 流动 条 件 , 如 高 温 与 真实 气体 效应 等 .实验 研究 往往 只 能 部 分 满足 某 些 流动 条 
PE ,这样 实验 结果 不 - ` 定 能 真实 反映 实际 流动 . 例如 用 缩小 尺寸 的 模型 进行 实验 ,很 难 做 
到 马赫 数 与 雷诺 数 都 等 于 真实 流动 的 相应 值 .但 在 物理 模型 足够 可 靠 和 计算 方法 足够 精 
确 的 前 提 下 ,可 以 随意 给 定 所 需要 的 参数 (只 在 软件 中 或 数据 文件 中 该 相应 的 参数 即 可 ) 
来 进行 计算 模拟 . 

还 有 所 谓 的 反问 题 .要 求 骇 先 给 定 流动 结果 {如 物 面 压力 分 布 或 菜 些 重要 的 气动 参数 
等 ), 然 后 通过 计算 来 确定 物 面 形状 .或 者 从 给 定 的 基本 形状 开始 ,为 优化 某 一 气动 参数 
《如 减 小 阻力 ,提高 升力 ) 来 修改 物 面 形状 . 预先 给 定 的 流动 结果 或 指定 的 优化 指标 称 为 约 
末 条 件 .通过 控制 理论 与 变 分 原理 ,将 约束 条 件 与 流体 力学 基本 方程 进行 类 合 ,将 物 面 形 
状 (参数 化 后 把 参数 ) 作 为 未 知 数 米 求解 .也 可 以 道 过 大 量 丰 同形 状 物 体 的 流动 进行 计算 ， 
再 辅 以 菜 种 求 极 值 的 方法 如 基因 算法 来 选择 最 佳 形状 , 这 些 帮 是 实验 无 法 做 到 的 
另外 计算 也 可 以 用 于 研究 其 些 基 本 流动 现象 ,获得 流 场 的 时 空 变 化 规律 ,使 计算 成 为 
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唯一 的 研究 手段， 

总 之 ,计算 的 作用 涉 能 过 高 估计 与 过 低估 计 . 计算 具有 与 实验 进行 有 机 结合 才能 发 挥 
重要 作用 .对 于 解决 工程 问题 ,计算 可 以 帮助 选 型 .减少 设计 费用 .缩短 设计 冰期 ,但 在 定 
型 时 还 需 进 行 实验 测量 与 修正 ,对 于 某 些 特殊 问题 ,计算 还 可 以 代替 实 验 . 设计 部 门 在 使 
用 计算 结果 时 ,很 少 过 分 强调 结果 的 精确 度 ;对 他 们 而 言 ,只 有 明确 使 用 计算 的 目的 本 能 
正确 利用 计算 结果 .优秀 的 工程 师 对 于 不 合理 的 计算 结果 自然 具有 判别 力 ,在 他 知 定 计算 
结果 基本 合理 或 者 对 于 某 种 特许 流动 条 件 被 其 具体 实验 验证 后 ,才能 使 用 拓宽 流动 范 轩 
的 计算 结果 
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A 
Amdahl 定律 46.4,3) 
ADI 4+4#(6.2.4.3,6,2.5) 
B 
Burgers{ 伯 格 斯 方程 (3.7) 
半 离 散 (4.1) 
EH PECL .2.1,1.2.1.4) 
比 热 比 {1 .2.4.1) 
边界 条 件 (1 ,2,4,3.6,4.4,6.3) 
表面 张力 (1.2.4.2) 
并 行 计 算 (6.4) 
并 行 扣 速 比 (6.4.3) 
并 行 效率 (6.4.3) 
不 可 压缩 流 动 (1.1.3,1.1.5,1.2.3,2,2.2.4,3,1,6.2.5) 


CEL{4.1,5.2.4,5.6.4} 
CFL 数 的 物理 意义 {4.1) 
残 值 (5.5.1) 

差分 (4.2,6.2.,1) 
BMS .3.2) 
RR APE (4.2.2) 
MFR (2.1.4,3.1,3.6.2,6.3.2) 
ih OR RIEG. G, 6.3.4) 
初始 茶 件 (1 ,2.4.6.3.1) 
a EEE PEM (3.3.3) 

SH THE (4 .4.2,6.1.2) 


ARHAR EC.) 

大 空间 尺度 {3.1) 
单调 格式 (4.3.4.1) 

当地 截断 误差 (4.2.2,5.3.2) 
等 价 方程 45.3.2) 
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Or tk ae BCS 1.5) 

定 还 比 热 (1.2.4.1) 
定 容 比 热 昼 .2.4.1) 

第 二 舌 性 系数 (1.2.1.4) 
低速 问题 (2.2.4,3.1) 

fA -E AR BLA 6. 1) 

点 隐 式 方法 (4.5) 

定常 问题 (1 .1.1,3,1,5.5,6,5,13 
动量 守恒 (1.2.2,1.2,.3) 

陡峭 {4.3.3.2,4.3.4) 

mR St EK (4.4.2,6.1.2,6.3.7) 
AHL (2.1.3,3.3.1) 


Froude 数 (2 .2,5) 
范 数 (第 三 章 附录 A) 
分 辨 率 14.3.3.2,4.3.4) 
分 辨 误差 (5.4.4) 
431K (4.4.2,5.6,6.1.2,6.3.7,6.4.4) 
非 定 常 问题 (1 .1.1,3.1,4.1) 
非 惯性 坐标 系 \1.3 ,3) 
JE EF Fa PP 4 (6.1) 
封闭 问题 (1.2.4,2.2) 
oe Sp 1K (4.4.2,5.6.3,6.1.2,6.3.7,6.4.4) 
@ mE (5.6.4) 
RAF (6.4.3) 


GKS fa (5.2.2.1) 
Godunov(4.3.3,.2) 

高 分 辩 率 (4.3.4) 

高 速 问题 (3.1) 

#8 SYK (6.1-1,6.2.3) 

格 心 法 (6.1.1,6.2.3) 

种 向 同性 (1.2.1.4,]1.2.2.1,6.1.,1) 
各 向 网 性 张 量 (1.2.1.4) 

各 向 蜡 性 风格 (6.1.1) 

右上 典 黎 曼 不 变量 (3.3.2) 

男 体 边界 条 件 (1 .2.4,6.3.,3) 
惯性 力 (1 ,3.3) 

上 区 牛顿 定律 (1.2.1.4) 

J FRR AR EC HD 99 RY BW HE) (3.2.1) 


1.3.2) 
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过 运动 方程 (1.3,2) 

耗 散 格 式 (5.2.1.2) 

耗 散 函数 (1.3,2) 
宏观 尺度 (2.2,1,3.1) 

带 移 条 件 (1.2.4.2,6.3.3) 


AEA TCHR ENO) (4.3.4.1) 
基本 变量 (2.1.4,3.6.2) 
激 波 (3.4,4.3,5,.4) 

激 波 捕获 (4.3.1.4.3.4. 生 
激 波 穿 越 条 件 45.6.3) 
HE 4.3.1) 
积分 型 方程 (1 .2.2) 

机 殴 堆 {5.5.1) 
计算 数值 和解 (5.1.1) 
迹 线 (1.1.2) 
简单 波 (3.3.3) 

截断 误差 (4.2.2) 

接触 间断 (3.4.3) 

界 而 方程 (1 ,2.4.2,2.2.3) 
界面 边界 条 件 (1.2.4,2.2.3) 
界面 测 节 (2.2.3) 
结构 网 格 (6.1) 

iE (LB AR 4.3.3.2) 
紧 致 方法 (4.1,4.2,2) 

紧 支 集 ( 第 三 章 附 录 A) 
极限 (3.1) 

极 值 (4.3.4.1) 

解析 边界 条 性 (3.6,4.4.1) 
进口 边界 条 人 忻 (3.6,6.3.4) 
精确 数值 解 (5.1.1) 


Kolmogorov 尺度 (2.2.1) 
Kreiss 耗 散 (5.2.1.5) 
柯 西 稳定 {5.2.1.2) 

柯 西 一 艇 总 条 件 (1.1.5) 
可 表 性 原则 (1.2.1.3) 
客观 性 原则 (1.2.1.31 
空间 步 长 (4.1) 

库 塔 条 件 (6.5.3) 

跨 彰 妹 (2.1.4,6.5.3) 
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lax PS PE A(3.3.3) 
Lax RA fF (3.5) 
Lax-Wendrolf 格式 {4.5.2.1) 
Ip 范 数 (5.1.3) 
lp 稳定 (5.1.3) 
Lp 空间 (第 三 章 附 录 A) 
拉 格 朗 昌 法 (1.1.1,1.2.3.2) 
拉 格 朗 日 法 定常 流动 条 忻 (1.1.1) 
兰 姆 - 柯 罗 米 档 形 式 (1.3.1) 
离散 (4.1) 
理想 流体 {1.2.3.,3,1.3.1.1) 
EPEE.) 
黎民 问题 (3.4,4.3.3) 
连续 性 方程 (1 .2.2,1.2.3.1) 
流 线 (1.1.2,1.1.5) 
M 
MPE6.4.2) 
MUSCL(4.3.4.2) 
(4.3.3.2) 
R (2.1.4,2.2.5,3.1) 
N 
NNLIX4.3.4) 
N-S W(1.2.3.3,1.3,1.3.3,2.1.1,2.1.3,6.2.5,6.3.1) 
N-S 方 程 的 守恒 形式 (1.2.4,2.1.2;6.2.5) 
N-S 方 程 的 展开 形式 (2., 1,3) 
能 量 守恒 (1.2.2,1.2.3) 
内 点 (4.1) 
内 点 格式 (4.1) 
内 能 (1.2.2.1,1.2.4.1) 
内 能 运动 方程 (1.3.2) 
PTE rh (4.3.1,4.3.4.1) 
蒜 性 系数 (1.2.1.1) 
Rte (2.1.1) 
牛顿 定律 (1.2.1.2,1.2.2.1) 
牛顿 流体 (1.2.1.4} 
o 
欧 拉 方程 (1.2.3,3,1,3,3,2,1.1,3.1,3.6,6.2.,5) 
欧 拉 法 (1.1.1) 
耦合 条 件 (4.4.2,5.6.1,6.3.7) 
P 
忆 稳 定 {5.2.2.1) 
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Prandtl ( 普 妆 特 数 12.1.])》 
PVM(6.4.2) 
BER (6.5.2) 
fide (1.2.1.4) 
Q 
气体 党 数 (1.2.4.1) 
强 双 曲 性 t 同 双 曲 性 (3.2.1) 
全 离散 (4.1) 
群 速度 (5.3.1) 
R 
Reynolds #¢(2.2.2,2.2.5) 
Roe (4.3.3.2) 
热传导 系数 ( .2.2.1,1.2.4) 
热流 密度 (1.2.2.1) 
热力 学 第 二 定律 (1.3.2,3.5) 
人 人 工 边界 (1.2.4.2,6.3.2.1) 
人 工 忒 性 (4.3.2) 
55 fF (3.4,3.3.4,5.4.1) 
E mE TEC3.2.2) 
55 IX HH TEC3.2.1) 


散 度 (1.1.5) 

炳 (1 .3.2,3.5) 

HEAT (3.5) 

Ni fF (3.5) 

Hai (3.5) 

Hie BT FE (1.3.2) 

实 点 法 {4.4.1) 

时 间 步 长 (4.1) 

时 间 屋 {4.1) 

i 3h (4.3.3.2) 

HE HE(3.2.2,3.6.1) 

守恒 变量 (2.1.4,3.1) 

守恒 方程 (1 .2.2.4,1.2.3.1,2.1,3.1) 
守恒 量 (5.6.1) 

守住 形式 (1.2.3,2,2.1,3.1,4.3.1,4.3.4.1,5.4,3) 
守恒 误差 (5.6.3) 

收 就 [4.1,5.1.4,5.5,1,5,6,4,6.5.1) 
数 信 边 界 条 件 (4.4.1,6.3.1) 

数值 和 解 {4.1.1,5.1.1) 

WA PATE(4.3.1,4.3.2,6.5.3) 


数 旧 通 撒 (4.3.1,4,.3.4.1) 
数值 振荡 (4.3.2.3) 

$ {Ai (6.5.3) 

双 遇 性 {3.2.1) 

斯 托 努 喻 尔 数 {3.1) 

斯 托 克 斯 假设 (1.2.1.4) 
随 体 导数 (1.1.3) 


特征 边界 条 件 {3.6,6.3+ 
iE Mat (3.3.1) 
特征 分 型 (4.3.3) 

特征 矢量 (2.1.4,3.3.1) 
特征 线 (3.3.2,3.6) 

特征 值 (2,1,4,3,3,1,5,2,5,5,1) 
He AEA Fil Mb FA (2.2.4,6.2.6) 
遂 基 差分 裂 (4.3.3.2} 

通 其 插值 (4.4.2,5.6,6.3.7) 
y 

von Neumann (5.2.1.2) 
wW 

完全 气体 (1.2.4.1) 

风格 (4.1,6.1) 

稳定 性 (3.2.2,4.3.2,5.1,3,3,2.2,5,2,5,3,2,5.,6) 
唯一 性 (3.2.2,3.5,5.5,2,5.6,4) 
微观 时 间 尺 度 (3.1) 
微分 型 方程 (1.2.3) 
微观 空间 尺度 {3.1) 

温度 (1.2.2.1,1.2.4.1) 
温度 运动 方程 (1.3.2) 

误 (1.1.6,2.2.1,2.2.2) 

讽 动 力学 基 木 方程 (1.3.1.3) 
We (1.1.6,6.5,3) 

Wn (1.1.6,6.5.3) 

EP RAF (1.2.4.2,6.3.3) 
AiG (2.1.1) 

物理 边界 条 件 (1.2.4.2,4,4,.1) 
物理 涡 (6.5.3) 

RE (4.2,5.3,5.4.4,5.6.3) 
无 旋 运 动 (1.1.5) 
物质 导数 (1.1.3) 
X 

ADs (3.3.3,3.4.3) 
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限制 器 (4.3.4.2) 

BR +E BEAL HE (3.3.3) 

相位 (色散 ) 误 差 (5.3.1) 

相 容 性 (4.2.2,5.1.2,S.4.4) 
狭义 观 曲 性 (3.2.1) 

AP UHR (4.1) 

HAASE BE(S.3.1) 
修正 方 得 (5.3.2) 

AER (4.4.0) 
旋 度 [1.1.5) 


雅 可 比 矩阵 (2.1.3,2.1.4,3.2,3,3.1) 
压强 ( 力 )(1.2.1,1.2,1.4,1.2.4.1) 
压力 运动 方程 (2.1.4) 

Fe 440K (3.3.3) 

WR (2.1.4,3.1,3.6,2,6.3.2) 
Pith We HH tE ( ee e HE (3.2.1) 
一 般 插值 (4.4.2,5.6,6.3.7) 

隐 式 方法 (4.1,4.2.2,4.5,6.3.6,6.4.4,6.5,1) 
音速 (2,1.4,3.1) 

迎风 和 格式 (4.3.3) 

应 蛮 率 {1.1.4,1.2.1.1) 

应 力 (1.2.1.,1) 

预 处 理 (2.2.,4} 

祯 处 理 马 赫 数 (2.2.4) 

FAS} BY HSK (4.3.3.2) 

源 项 (4.5.4) 

远 场 边界 条 性 (6.3.2) 

运输 方程 (3.7) 


展开 形式 (2.1.3,3,1) 

增 量 形式 14.3.1,4.3.4.1) 
整体 误差 45.3,2) 

振幅 ( 耗 散 .扩散 ) 误 盖 (5.3.1) 
正点 对 接 (4.4.2,6.1.2) 
下 规模 态 (5.2.2,5.6.1) 
正 庄 流体 (1.3.1) 

质点 导数 (1 .1.3) 

质量 守恒 个 .2.2,1,2.3) 
"Poe fA) (3.1) 

中 心 半分 (4.2,4.3.2) 


中 心 格式 (4.3.2) 

中 心 稀 政 波 (3.4.3) 

状态 方程 (1 .2.4) 

白 由 界面 (1.2,4.2) 

£4635 (4.3.4.1) 

Bb wb ( TVD) (4.3.4.1) 
S32 ACT VB) (4.3.4.1) 
849(2.1.4,5.6.2,6.3.2) 

总 能 人 .2.2.1,1.2.2.3,1.2.4) 


笔 普 在 营 书 的 过 程 中 无 数 次 昕 到 这 样 的 善意 询问 ;已 经 有 那么 多 计算 流体 力学 书 了 ， 
你 的 书 有 什么 特色 ? 

编写 《计算 流体 力学 基本 原理 》 的 目的 很 明确 :用 有 限 的 篇 幅 , 试 图 协调 连贯 地 介绍 计 
算 流 体力 学 较为 规范 的 内 容 , 计算 流体 力学 较为 特别 ， 方面 需要 较 强 的 数学 知识 , 另 一 
方面 义 需 要 较 强 的 力学 知识 . 从重 计算 流体 力学 工作 的 十 要 有 两 部 分 :流体 力学 工作 者 和 
应 用 数学 工作 者 .流体 力学 工作 者 可 能 没有 数值 分 析 背 景 , 应 用 数学 工作 者 证 能 没有 接触 
过 流体 力学 .从 流体 力学 基本 原理 开始 ,逐步 涉及 计算 模型 .方程 理论 .算法 基础 和 算法 分 
BT ,最 后 以 实用 化 基础 疆 尾 , 止 是 为 了 兼 显 不 同 背 景 的 科 赋 工作 者 和 学 生 的 需要 . 如 果 这 
部 分 地 回答 了 上 而 的 善意 询问 ,那么 笔者 就 心满意足 了 .与 其 他 计算 流体 力学 书籍 不 同 ， 
本 书 单独 抽出 一 章 描述 流体 力学 基本 原理 .这 - 章 尽量 强调 与 计算 流体 力学 相 联系 的 内 
容 , 侦 尔 提 到 一 些 与 计算 有 关 的 十 分 生 芍 的 概念 ,如 第 一 章 一 着 始 就 提 到 如 何 针对 拉 格 朗 
日 方法 定义 定常 流动 . 

编写 本 书 的 过 程 中 ,笔者 尽量 避免 手册 式 地 介绍 这 样 的 和 那样 的 格式 ,这样 的 和 那样 
的 边界 处 理 ,这样 的 和 那样 的 物理 和 模型 ,而 是 尽量 强 疝 背景 和 原则 .由 十 精力 所 限 , 基 些 部 
分 没有 做 到 这 样 - -点 .最 明显 的 例子 就 是 限制 器 的 介绍 . 构造 限制 器 有 严格 的 原则 和 理 
论 ,但 本 书 没 有 介绍 这 些 原则 和 理论 .由 于 本 书 小 及 流体 省 学 基本 原理 .-- 些 分 析 理 沦 和 
一 些 实用 已 基础 等 跨度 较 太 的 内 容 , 所 以 前 后 连贯 公理 较为 重要 ( 晤 麻烦 的 莫 过 于 符 导 统 

,因此 某 些 其 他 书本 认为 重要 的 内 容 忽略 了 ;而 某 些 内 容 又 得 到 过 分 的 强调 , 例如 ,第 
五 章 中 以 较 大 篇 幅 介 绍 了 有 限 网 格 上 的 守恒 分 析 和 : 些 局 发 式 的 趣味 分 析 . 这 些 都 是 作 
者 的 个 大 研究 内 容 , 不 能 算 着 计算 流体 力学 的 规范 内 容 . 田 外 第 六 章 花 了 较 多 简 幅 将 曲线 
网 格 .| -的 有 限 差分 法 和 有 限 体积 法 统一 起 来 .所 有 这 些 ,都 是 体现 本 书 不 同 于 其 他 计算 流 
体力 学 专著 的 特点 . 这 些 也 算是 对 上 面 善意 询问 的 答复 ， 

如 果 把 诸如 空间 离散 .时 间 积 分 和 人 按 界 处 理 等 数 直 种 已 知 的 方法 进行 这 样 和 那样 的 
罗列 式 组合 以 获得 新 方法 ,那么 手册 式 地 介绍 --- 些 方法 就 够 了 .但 那 不 是 计算 流体 力学 的 
本 质 . 本 书 蝇 调 的 侧 而 正 是 为 了 避免 上 述 罗 列 式 思维 、 

计算 流体 力学 是 -站 快速 发 展 的 学 科 , 新 的 研究 趋势 在 随时 改变 . 初学 者 应 该 通过 各 
种 途径 把 握 新 的 动态 ,例如 ,近期 的 方法 研究 有 如 下 特色 :中 物理 模型 与 数值 分 析 相 结合 
的 方法 研究 ,如 分 子 动 力学 计算 方法 (kinetic scheme, lattice BGK scheme) 的 研究 ;全 统一 - 
方法 研究 ,如 可 压 -不 可 压 统一 方法 ,连续 介 古 -稀薄 气 栖 统一 方法 . 欧 拉 / 拉 柯 朗 日 统 -- 方 
法 ;全 混合 解析 /数值 方法 研究 ， 

在 Web of Science 上 输入 相应 的 关键 词 ,读者 便 能 找到 大 量 相 关 文 献 . 男 外 ,每 人 于 
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头 -- 套 自 编 的 从 网 格 构造 . 流 场 计算 和 绘图 的 计算 软件 的 时 代 早 就 结束 .国外 趋势 是 , 基 
砸 妍 究 者 往往 与 商业 软件 开发 商 直 接 建 立 联系 .为 外 ,可 以 相互 利用 合作 者 的 软件 减少 本 
复 的 工作 . 

一 个 十 分 矛盾 的 问题 一 直 册 扰 计 算 流体 力学 本 身 的 定义 .… 方面 计算 流体 力学 从 字 
而 理解 应 该 是 侧重 流体 力学 ,计算 其 是 手段 ,但 是 ,由 计算 得 出 的 流体 力学 知识 很 难 作为 
规律 单独 号 进 力 学 书籍 . 计算 很 难得 出 普遍 规律 ,只 能 给 则 一 些 ( 共 至 带 有 误差 的 ) 特 解 
(以 满足 特定 的 工程 需要 包括 优化 设计 } 和 在 特定 条 件 下 揭示 一 些 流 动 图 像 和 变化 趋势 
《以 配合 机 埋 研 究 ). 因此 传统 意义 上 上 的 计算 流体 力学 还 是 侧重 计算 理论 和 计算 方法 ,当然 
这 些 理 论 与 方法 必须 与 流体 力学 本 质 紧 密 结 合 ,否则 就 不 能 叫 计 算 流 体力 学 ,而 应 该 称 为 
计算 偏 第 分 方程 了 .流体 流动 的 本 质 包 括 双 则 特 性 , 非 绕 性 特性 、 守 惜 特性 , 弱 解 的 存在 、 
特征 波 的 存在 ,等 等 . 

本 书 获 得 国家 自然 科学 基金 委员 会 资助 出 版 ,在 此 表示 感谢 ， 
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2000 年 了 月 


